Trudne zadanie w Klubie 44 .

... bylo juz niejedno. Ale tym razem trudnosé okazala
sig wieksza niz awykle, a prey tym stalo sie¢ to w sposéb
niezamierzony. Przypomnijmy pokrdtce, o co chodzi.

Zadanie nr 157 ligi zadaniowe] zostalo zaczerpnigte z pewnego
zbioru zadari. Podane w tym zbiorze rozwiazanie bylo
nieprecyzyjne, ale wygladalo przekonujaco; dopiero przy probie
icislego sredagowania okazalo sie niepoprawne. A préby
usunigeia luki ujawnily faktyczng trudnodé gadania. Numer
Delty byt juz wydrukowany, na gmiane zadania bylo za pééno.
W gronie redakcyjnym, przy wspsipracy innych matematykdw
& UW (Rafal Sztencel, Witold Szczechla) udalo sie dopracowad
dowdd (dogé zawily, ale mamy nadeieje, ze poprawny), ktdry
ponigej zaprezentujemy (zgodnie z obietnica dang w nurnerze
2/1988). Dlaczego nie wczesniej ? Ceekali§my: a nug ktos -

z uczestnikdw ligi znajdzie dowdd prostszy. Niestety; wéréd
niewielu rozwiagan, ktére wplynely, nie bylo ani jednego w peini
poprawnego. . .

Zadanie bylo takie: Wielokat W ma pole S i obwdd d. Dowiedé,
te W zawiera kolo o promieniu > S/d.

A rozwiazanie w zbiorze zadari — takie: przypudémy, ge nie
istnieje kolo o promieniu r zawarte w W. Wéwczas kazdy
punkt wielokata W jest odlegly nie wigce] niz o r od brzegu.

To znaczy, e jedli weimiemy paski szerokodci r wzdlus kaidego
boku, to one (w zasadzie) pokryja W. Problem pojawia sie pray
wierzchotkach, gdzie trzeba dokonaé stara;'miejszej kalkulacji.
Mianowicie, jesli mamy bok od A do B, budujemy nie pasek,
ale zbidr punktdw odleglych o nie wigcej niz r od AB i legacych
pomigdey dwusiecznymi katéw A i B. Pole tego zbioru réwna
si¢ r - (dlugodé AB) + (dwa preyczynki przy koricach). Jedli

kat przy wierzcholku (np. A) jest < «, musimy odjaé tréjkat
prostokatny o wysokodei r i kacie A/2; ma on pole wieksze ni%
gawarty w nim wycinek kola o polu (r2/4)(r — A). Jesli kat
przy wierzcholku (np. B) jest > 7, musimy dodaé wycinek kola
o rogwartodci katowej (B — 7)/2, o polu (r?/4)(B — 7). Eacanie
wigc, pelna powierzchnia tych zbioréw jest ograniczona przez

r - (obwéd) — (r?/2)(suma katéw gewngtrznych) = r - (cbwdd)—
—xr?, a poniewas & zalodenia suma tych shioréw zawiera caly
wielokat, widzimy, ze (pole) < r - (obwéd) — xr2. Skoro to jest
prawda dla wszystkich r przekrac zajacych maksymalny promien
kota wpisanego, wigc S/d jest dolnym ograniczeniemn dlugosci
tego promienia.

Gdzie blad 7 W cichym zalozeniu, 2e r jest male w poréwnaniu
z dlugosciag najkrdtszego boku wielokata; wtedy rzeczywidcie
jest dobrze (rys.1): paski sa dlugie a waskie, zachodzg na siebie
malymi kawaltkami prey koricach i nie ma klopotdéw.

Rys.1

Ale na przyklad w sytuacji z rysunku 2 ,pasek” zbudowany na
krétkim boku AB (czyli prostokat ABKL), ,smodyfikowany”
przy wierzcholkach A i B przesz uklad dwusiecznych katéw
wielokata, przybiera dodé dziwny ksztalt ABMN. Poniewas
spasek” przyporzadkowany bokowi C A redukuje sie do trapezu
CAPQ, istnieja w wielokacie punkty (np. punkt X na rysunku)
odlegle o mniej niz r od brzegu, a nie nalezace do sumy
otrzymanych figur.
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Ry=s.2

Pewng odmiang tego rogzumowania stanowilo stwierdzenie
pojawiajace sig w pracach uczestnikdw ligi: czedé wspdlna
prostokatéw opartych na bokach bedacych ramionami kata
wewnetrznego o mierze o < 7 gawiera wycinek kola o promieniu

" réwnym szerokodci prostokata i o rozwartodci katowe] 7 — a

(rys.1). Ale: czy zawsze musi tak by¢ 7 W sytuacji
przedstawionej na rysunku 3 zachodszi wrecg inklugja przeciwna !

Rys.3

Caly problem bardzo si¢ upraszcza, gdy wielokat jest wypukly;
wtedy wystarczy po prostu rozwazad prostokaty wzdlug bokdw,
nie modyfikujac ich przy wierzchotkach (i nie wprowadzad
zadnych wycinkéw kdt).

Jedli natomiast wielokgt nie jest wypukly, to wéwezas, jak
zauwasylismy, wszystko jest w powygszych rozwaganiach
dobrze pod warunkiem, ge sgerokodé paskéw jest mala. To
spostrzegenie podpowiada metode dowodu: braé waskie

paski i zmniejszac¢ wielokat ,po trochu”, stosujac argumenty
podobne do przedstawionych wyzej. Jest to rozumowanie typu
infinitezymalnego (bardzo waskie paski dadzg bardzo drobne
przyczynki, ktére potem trzeba zsumowad...). Wiladciwy jezyk
do takich rozwagan — to jezyk pochodnych i calek. Okazuje sig,
ze zadanie nalezy do analizy raczej, niz do geometrii. :

PrzejdZmy wiec do dowodu.

Dla dowolnej liczby r > 0 okreslamy gbidr otwarty
W,={PeW : dist(P,8W)>r},

gdzie 8W oznacza brzeg W,

a dist(P,8W) = min{|PQ| : Q € W }.

(Tak wiec Wy — to wnetrze wielokata W.) Kazdy punkt

zbioru W, jest érodkiem kola o promieniu r zawartego w Wy.

Niech R = sup{r : W, # 0}. Zadanie sprowadza si¢ do

wykazania, ze R > S/d.

Dla dowolnego zbioru C na plaszczygnie zbidr punktéw
odleglych od C nie mniej niz o r bedziemy nazywad domknigta
r-otoczks €. Domknigta r-otoczka kagdego boku wielokata W
jest suma prostokata o szerokodei 2r i dwdch poldwek kot

o promieniu r przyklejonych do przeciwleglych bokéw

tego prostokata (obwéd takiej otoczki preypomina biegnig
lekkoatletyczng). Zbidr W, powstaje przez usunigcie ze

zbioru W§ domknietych r-otoczek wszystkich bokdéw. Jest wiec
albo wielokatern krzywoliniowym o brzegu zlozonym z odcinkow
oraz lukdéw okregéw o promieniu r (wypuklosciami zwréconych
ku wnetrzu W, ), albo suma skoriczenie wielu skladowych,

% ktérych kagda jest takim wielokatem krzywoliniowym.



Lemat 1. Niech r i h bedg licebami dodatnimi. Niech V bedzie
jedng ze skladowych zbioru W, i niech P € V. Wéwczas:
dist(P,8W) > r + h < dist(P,8V) > h.
Dowdéd. Implikacja => jest oczywista. Dla dowodu implikacji
przeciwne]j przypusémy, e dist(P,8V) > h, ale dist(P,0W) <
< r + h. Istnieje wigc punkt @ € AW taki, ze [PQ| <r+h
(rys.4). Odcinek PQ przecina brzeg V'; oznaczmy punkt
przecigcia przer M, jesli jest ich wigcej nig jeden, bierzemy
punkt legacy najblidgej P. Oczywiscie [PM| > h. Zatem |MQ@Q|=
= |PQ|— |PM| < r. Przesuwajac nieznacznie punkt M wzdiug
odcinka M P w strone P dostajemy punkt N, dla ktdrego
nieréwnosé |[NQ| < r tez jest spelniona. Znaczy to, ze N g W,
— sprzecznosé, bo N e V C W,.

Rys.4

Udowodniony lemat méwi, e zawarta w V czedé gbhioru

W, 1n powstaje przez usunigcie z V' domkniete] h-otoczki
brzegu V. Jedli h jest male, to ta otoczka sklada sig z paskéw
prostoliniowych lub krzywoliniowych biegnacych wediug
Jbokéw” V (cudegysléw, bo to kawalki prostych lub okregéw),
prey czym kazdy £ tych paskéw ma punkty wspélne tylko

z dwoma paskami sasiednimi. Usuwajac ze zbioru V sume tych
paskéw dostajemy zbidr U bedacy skladows gbioru W, 4; tak
wige W, 4 ma (dla malych h) tyle samo skladowych, co W,,
zawartych po jednej w réénych skladowych W,.

Bedziemy teras zmniejszacé h. Pole h-otoczki brzegu V

(a raceej jej czedci zawartej w V) jest suma pdl paskéw prosto-
i krzywoliniowych o szerckosei r zmniejszong o sume pél
fragmentéw, gdzie paski te sachodza na siebie. Przy h — 0 ta
ostatnia suma jest wielkodcig rzedu h?. Pole kasdego paska
prostokatnego biegnacego wedlug prostego boku V réwna sie

h - (dlugodé tego boku); dla paskéw bedacych fragmentami
pierdcieni kolowych taka réwnosé tez zachodei, z dokladnogcia
do skladnikéw rzedu h?. Uwszgledniajac wszystkie skladowe,
otrzymujemy:

(1) pole W, — pole W, 1} = h - (dlugodé aW, )+

+(skladniki rzedu h2).

Punkty, w ktdrych stykaja sie ,boki" wielokata krzywoliniowego,
nagwijmy jego wierzcholkami. Gdy r > 0, wszystkie katy
wewnetrzne przy wierscholkach V 83 < 7 (w przeciwnym razie
niektdre poloZone w V fragmenty h-otoceki brzegu V bylyby
sektorami kél o promieniu h, a przecieé breeg W, moze
zawierad tylko odcinki oraz luki okregdw o promieniu r + h).
Gdy h jest male, ,boki” U biegng wzdluz ,bokéw” ¥V w malej
odleglodei; wierzcholkom V odpowiadaja wierschotki U (rys.5).

Niech A bedzie dowolnym wierzcholkiem U i niech A’, A" beda,
prostopadlymi rzutami punktu A na dwa bliskie fnu boki V.
Zastapmy fragment obwodu V' zawarty miedzy A’ i A" przez luk
okregu o srodku A i promieniu h. Otrzymamy kontur gladki K,
o diugosdci mniejszej niz obwdd V, skladajacy sie z lukéw
okregéw o promieniu r, o rozwartosciach katowych ay,. .. o,

2 lukéw okregdéw o promieniu h, o rogwartosciach katowych
B1,..-,81, 1 & odcinkéw prostych. Luki tych pierwszych okregdw
53 zwrocone wypukloscia do wnetrza V, a tych drugich — na
zewnatrz V. ZauwaZmy teraz, ze

dlugodé 8V — dlugodé U > dlugosé K — dlugosé aU =
= Ehﬁ; = Zka,- =4k (Zﬁ.— = Za,—) = 2xh;
i 7 3 7

ostatnia réwnoéé wynika z tego, e suma w nawiasie jest miara
kata pelnego zatoczonego przez wektor predkodei punktu
obiegaj acego jednokrotnie kontur K. Uwszgledniajac wszystkie
skladowe otrzymujemy:
(2) ) dlugosé oW, — dlugodé oW, .y >

> 2xh - (liceba skladowych W,) > 2rh.
Preyjmijmy oznaczenia: F(r) = pole W,; f(r) = dlugodé aW,.
S3 to funkcje ciagle na przedziale (0; R}, jesli przyjmiemy
F(R)=0, f(R)=0. Z relacji (1) i (2), slusznych dla r € (0; R)
i dla matych h > 0 dostaniemy po podzieleniu przez h i przejsciu
do granicy (h— 0F):
(3) Fi(r)=-f(r); fi(r)<-2r dlare(0;R)
(uzyty w ostatniej nieréwnosci symbol oznacza gérna pochodng
prawostronng funkecji f, czyli gérna granice prawostronng ilorazu
réznicowego).

Lemat 2. Jezeli G i g sa funkcjami ciaglymi w przedziale (0; r)

ijezeli G', (t) < g(t) dla t € (0;r), to

G(r) < 6(0) + [ o(t)at.

r
Dowéd. Niech ¢ = r=1(G(0) — G(r) + [ g(t) dt). Mamy
o
wykazaé, ze ¢ > 0. Przypusdémy wiec, ze ¢ < 0. WeZmy pod
t
uwage funkcje H(t) = G(t) + ct — fg{s} ds. Jest ona ciagla na

.0
{(0;r), a ponadto H{0) = H(r). Zatem H przyjmuje swa wartodd
maksymalna na (0;r) w pewnym punkcie b € (0;r). Zgodnie z
galozeniem lematu i 2 uczynionym przypuszczeniem,
(4) Hi (t)=G! (t)+ec—g(t)<ec<0 dlate(0r).
Poniewas H(b) = maxH, a b > 0, znajdgie si¢ punkt a € (0;)
taki, 2e H{a) < H(b) (inaczej H bylaby stala na (0;b), co wobec
(4) nie jest mogliwe). Niech tg bedzie punktem, w ktérym H
osiaga minimum na (a;b). Wtedy
to € {(a;b) C (0;r) oraz H(tg + h) — H(tp) > 0 dla malych h > 0.
Zatem E(to) > 0, wbrew (4). Ta sprzecznosé koriczy dowdd
lematu.

Ustalmy teraz r € (0; R) i zastosujmy Lemat 2 do funkcji
G(t) = f(t), 9(t) = —27 na przedziale (0;r); zalogenia sg
spelnione, w mysl oszacowania (3) (z r zastapionym przes ).
Zatem f(r) < f(0) — 27r.

Zastosujmy ponownie Lemat 2, traktujac tym razem r jako
zmienng, R — jako prawy koniec przedzialu i przyimujac

G(r) = =F(r), g(r) = f(0) — 2xr dla r € (0; R); zgodnie 2 (3),
Gl (r)==Fi(r)=f(r) < g[r) dla r € (0; R), wigc zalozenia
lematu sg spelnione. Dostajemy:

R .

~F(R) < =F(0) + [(f(0) - 27r) dr = —F(0) + f(0)R — nR?,
0

czyli 0 < —§ + Rd — #R? i ostatecznie S < Rd, o co chodzilo.

Dowdd twierdzenia danege w zadaniu jest tym samym
zakoriczony.
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