
Trudne zadanie w Klubie 44 ...

... bylo juz niejedno. Ale tym razem trudnosc okazala
sie wieksza niz zwykle, a przy tym stalo sie to w sposób
niezamierzony. Przypomnijmy pokrótce, o co chodzi.

Zadanie nr 157 ligi zadaniowej zostalo zaczerpniete z pewnego
zbioru zadan. Podane w tym zbiorze rozwiazanie bylo
nieprecyzyjne, .ale wygladalo przekonujaco; dopiero przy próbie
scislego zredagowania okazalo sie niepoprawne. A próby
usuniecia luki ujawnily faktyczna trudnosc zadania. Numer
Delty byl juz wydrukowany, na zmiane zadania bylo za pózno.
W gronie redakcyjnym, przy wspólpracy innych matematyków
z UW (Rafal Sztencel, Witold Szczechla) udalo sie dopracowac
dowód (dosc zawily, ale mamy nadzieje, ze poprawny), który
ponizej zaprezentujemy (zgodnie z obietnica dana w numerze
211988). Dlaczego nie wczesniej? Czekalismy: a nuz ktos'
z uczestników ligi znajdzie dowód prostszy. Niestety; wsród
niewielu rozwiazan, które wplynely, nie bylo ani jednego w pelni
poprawnego ...

Zadanie bylo takie: WielokatW ma pole S i obwód d. Dowiesc,
ze W zawiera kolo o promieniu> Sld.

A rozwiazanie w zbiorze zadan - takie: przypuscmy, ze nie
istnieje kolo o promieniu r zawarte wW. Wówczas kazdy
punkt wielokata W jest odlegly nie wiecej niz or od brzegu.
To znaczy, ze jesli wezmiemy paski szerokoscir wzdluz kazdego

boku, to one (w zasadzie) pokryjaW. Prc:blem pojawia sie przy
wierzcholkach, gdzie trzeba dokonac staranniejszej kalkulacji.
Mianowicie, jesli mamy bok odA do B, budujemy nie pasek,
ale zbiór punktów odleglych o nie wiecej nizr od AB i lezacych
pomiedzy dwusiecznymi katówA i B. Pole tego zbioru równa
sie r· (dlugosc AB) + (dwa przyczynki przy koncach). Jesli
kat przy wierzcholku (np.A) jest < 11", musimy odjac trójkat
prostokatny o wysokoscir i kacie A/2; ma on pole wieksze niz
zawarty w nim wycinek kola o polu(r2/4)(1I" - A). Jesli kat
przy wierzcholku (np.B) jest 2':11", musimy dodac wycinek kola
o rozwartosci katowej(B - 11")/2, o polu (r2/4)(B - 11"). Lacznie
wiec, pelna powierzchnia tych zbiorów jest ograniczona przez
r· (obwód) - (r2/2)(suma katów zewnetrznych)=;.. (dbwód)-
-1I"r2, a poniewaz z zalozenia suma tych zbiorów zawiera caly
wielokat, widzimy, ze (pole) ~r· (obwód) -lrr2. Skoro,to jest
prawda dla wszystkichr przekraczajacych maksymalny promien
kola wpisanego, wiecSld jest dolnym ograniczeniem dlugosci
tego promienia.
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Rys.2

Pewna odmiane tego rozumowania stanowilo stwierdzenie
pojawiajace sie w pracach uczestników ligi: czesc wspólna
prostbkatów opartych na bokach bedacych ramionami kata
wewnetrznego o mierzeex < 11" zawiera wycinek kola o promieniu
równym szerokosci prostokata i o rozwartosci katowej11" - ex

(rys.1). Ale: czy zawsze musi tak byc? W sytuacji
przedstawionej na rysunku 3 zachodzi wrecz inkluzj a przeciwna!

Rys.3

Caly problem bardzo sie upraszcza, gdy wielokat jest wypukly;
wtedy wystarczy po prostu rozwazac prostokaty wzdluz boków,
nie modyfikujac ich przy wierzcholkach (i nie wprowadzac
zadnych wycinków kól).

Jesli natomiast wielokat nie jest wypukly, to wówczas, jak
zauwazylismy, wszystko jest w powyzszych rozwazaniach
dobrze pod warunkiem, ze szerokosc pasków jest mala. To
spostrzezenie podpowiada metode dowodu: brac waskie
paski i zmniejszac wielokat "po trocau" , stosujac argumenty
podobne do przedstawionych wyzej. Jest to rozumowanie typu
infinitezymalnego (bardzo waskie paski dadza bardzo drobne
przyczynki, które potem trzeba zsumowac ... ). Wlasciwy jezyk
do takich rozwazan - to jezyk pochodnych i calek. Okazuje sie,
ze zadanie nalezy do analizy raczej, niz do geometrii. '

Przejdzmy wiec do dowodu.

Dla dowolnej liczby r 2': O okreslamy zbiór otwarty

gdzie aw oznacza brzegW,
a dist(p,aW) =min{IPQI : Q E aW}.
(Tak wiec Wo - to wnetrze wielokata W.) Kazdy punkt
zbioru W, jest srodkiem kola o promieniur zawartego wWo.
Niech R = sup{r : Wr f; 0}. Zadanie sprowadza sie do
wykazania, zeR > Sld.

Dla dowolnego zbioruC na plaszczyznie zbiór punktów
odleglych odC nie mniej niz or bedziemy nazywac domknieta
r-otoczka C. Domknieta r-otoczka kazdego boku wielokataW
jest suma prostokata o szerokosci2r i dwóch polówek kól
o promieniu r przyklejonych do przeciwleglych boków
tego prostokata (obwód takiej otoczki przypomina bieznie
lekkoatletyczna). ZbiórWr powstaje przez usuniecie ze
zbioru WÓ··domknietych r-otoczek wszystkich boków. Jest wiec
albo wielokatem krzywoliniowym o brzegu zlozonym z odcinków
oraz luków okregów o promieniur (wypuklosciallli zwróconych
ku wnetrzu Wr), albo suma skonczenie wielu skladowych,
z których kazda jest takim wielokatem krzywoliniowym.

Gdzie blad? W cichym zalozeniu, zer jest male w porównaniu
z dlugoscia naj krótszego boku wielokata; wtedy rzeczywiscie
jest dobrze (rys.1): paski sa dlugie a waskie, zachodza na siebie
malymi kawalkami przy koncach i nie ma klopotów.

/

oW

Rys.!

Ale na przyklad w sytuacji z rysunku 2 "pasek" zbudowany na
krótkim boku AB (czyli prostokat ABKL), "zmodyfikowany"
przy wierzcholkach A i B przez uklad. dwusiecznych katów
wielokata, przybiera dosc dziwny ksztaltABMN. Poniewaz
"pasek" przyporzadkowany bokowiCA redukuje sie do trapezu
CAPQ, istnieja w wielokacie punkty (np. punkt X na rysunku)
odlegle o mniej nizr od brzegu, a nie nalezace do sumy
otrzymanych figur.
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W, = {P E W dist(p,aw) > r},



Lemat l. Niech r i h beda liczbami dodatnimi. NiechV bedzie
jedna ze skladowych zbioruWr i niech P E V. Wówczas:

dist(P, aW) > r + h {o} dist(P, aV) > h.

Dowód. Implikacja => jest oczywista. Dla dowodu implikacji
przeciwnej przypuscmy, ze dist(P,aV) > h, ale dist(P, aW) ~
~ r + h. Istnieje wiec punkt Q E aw taki, ze IPQI ~ r + h
(rysA). Odcinek PQ przecina brzegV; oznaczmy punkt
przeciecia przez Mj jesli jest ich wiecej niz jeden, bierzemy
punkt lezacy naj blizejP. Oczywiscie IPMI > h. Zatem IMQI =
= IPQI-IPMI < r. Przesuwajac nieznacznie punkt M wzdluz
odcinka MP w strone P dostajemy punkt N, dla którego
nierównosc INQI < r tez jest spelniona. Znaczy. to, zeN !l Wr
- sprzecznosc, boN E V C Wr.

Udowodniony lemat mówi, ze zawarta wV 'czesc zbioru
Wr+h powstaje przez usuniecie zV domknietej h-otoczki
brzegu V. Jesli h jest male, to ta otoczKa sklada sie z pasków
prostoliniowych lub krzywoliniowych biegnacych wzdluz
"boków" V (cudzyslów, bo to kawalki prostych lub okregów),
przy czym kazdy z tych pasków ma punkty wspólne tylko
z dwoma paskami sasiednimi. Usuwajac ze zbioruV sume tych
pasków dostajemy zbiórU bedacy skladowa zbioruWr+h; tak
wiec Wr+h ma (dla malych h) tyle samo skladowych, coWr,
zawartych po jednej w róznych skladowychWr•

Bedziemy teraz zmniejszach. Pole h-otoczki brzeguV
(a raczej jej czesci zawartej wV) jest suma pól pasków prosto-
i krzywoliniowych o szerokosci r zmniejszona o sume pól
fragmentów, gdzie paski te zachodza na siebie. Przyh --> Ota
ostatnia suma jest wielkoscia rzeduh2. Pole kazdego paska
prostokatnego biegnacego wzdluz prostego bokuV równa sie
h· (dlugosc tego boku); dla pasków bedacych fragmentami
pierscieni kolowych taka równosc tez zachodzi, z dokladnoscia
do skladników rzeduh2. Uwzgledniaj ac wszystkie skladowe,
otrzymujemy:

(1) pole Wr - pole Wr+h = h· (dlug()sc aWr)+

+(skladniki rzedu h2).

Punkty, w których stykaja sie "boki" wielokata krzywoliniowego,
nazwijmy jego wierzcholkami. Gdy r> O, wszystkie katy
wewnetrzne przy wierzcholkachV sa < 1r (w przeciwnym razie
niektóre polozone wV fragmenty h-otoczki brzeguV bylyby
sektorami kól o promieniu h, a przeciez brzegWr+h moze
zawierac tylko a,dcinki oraz luki okregów o promieniu r +h).
Gdy h jest male, "boki" U biegna wzdluz "boków" V w malej
odleglosci; wierzcholkom V odpowiadaja wierzcholkiU (rys.5).
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Niech A bedzie dowolnym wierzcholkiemU i niech A', Ali beda
prostopadlymi rzutami punktuA na dwa bliskie mu bokiV.
Zastapmy fragment obwoduV zawarty miedzy A' i Ali przez luk
okregu o srodku A i promieniu h. Otrzymamy kontur gladkiK,
o dlugosci mniejszej niz obwódV, skladaj acy sie z luków
okregów o promieniu r, o rozwartosciach katowychal, ... ,ak,
z luków okregów o promieniu h, o rozwartosciach katowych
{31,... ,{31,i' z odcinków prostych. tuki tych pierwszych okregów
sa zwrócone wypukloscia do wnetrzaV, a tych drugich - na
zewnatrz V. Zauwazmy teraz, ze

dlugosc av - dlugosc au > dlugosc K - dlugosc au =

= Eh{3i - 2;:haj = h (E{3i - Eaj) = 21rhjl J l 1
ostatnia równosc wynika z tego, ze suma w nawiasie jest miara
kata pelnego zatoczonego przez wektor predkosci punktu
obiegajacego jednokrotnie konturK. Uwzgledniajac wszystkie
skladowe otrzymujemy:

(2) dlugosc aWr - dlugosc aWr+h >
> 21rh· (liczba skladowych Wr) ?: 21rh.

Przyjmijmy oznaczenia: F(r) = pole Wr; I(r) = dlugosc awr.
Sa to funkcje ciagle na przedziale (O;R), jesli przyjmiemy
F(R) = O, I(R) = o. Z relacji (1) i (2), slusznych dla r E (OjR)

i dla malych h > O dosta?iemy po podzieleniu przezh i przejsciu
do granicy (h --> 0+):

(3) F.t(r) ~ - I(r); l.t(r) ~ -21r dla r E (O;R)

(uzyty w ostatniej nierównosci symbol oznacza górna pochodna
prawostronna funkcji I, czyli górna granice prawostronna ilorazu
róznico wego ).

Lemat 2. Jezeli G· i g sa funkcjami ciaglymi w przedziale (Ojr)

i jezeli G+(t) ~ g(t) dla t E (O;r), to
r

G(r) ~ G(O) + f g(t) dt.
o

r
Dowód. Niech c= r-1(G(0) - G(r) + f g(t)dt). Mamy

o

wykazac, ze c?: o. Przypuscmy wiec, ze c< O. Wezmy pod
t

uwage funkcje H(t) = G(t) + et - f g(s) ds. Jest ona ciagla na
. o

(O;r), a ponadto H(O) = H(r). Zatem H przyjmuje swa wartosc
maksymalna na (Ojr) w pewnym punkcieb E (O;r). Zgodnie z
zalozeniem lematu i z uczynionym przypuszczeniem,

(4) H't-(t) = G+(t) + c - g(t) ~ c < O dla t E (O;r).

Poniewaz H(b) = maxH; a b> O, znajdzie sie punkt a E (O;b)
taki, ze H(a) < H(b) (inaczej H bylaby stala na (Ojb), co wobec
(4) nie jest mozliwe). Niechto bedzie punktem, w którymH
osiaga minimum na(ajb). Wtedy
to E (a;b) C (O;r) oraz H(to + h) - H(to) ?: O dla malych h > O.

Zatem H+(to) ?: O, wbrew (4). Ta sprzecznosc konczy dowód
lematu.

Ustalmy teraz r E (O;R) i zastosujmy Lemat 2 do funkcji
G(t) = I(t), g(t) = -21r na przedziale (Ojr)j zalozenia sa
spelnione, w mysl oszacowania (3) (z r zastapionym przezt).

Zatem I(r) ~ 1(0) - 21rr.

Zastosujmy ponownie Lemat 2, traktuj ac tym razem r jako
zmienna, R - jako prawy koniec przedzialu i przyjmujac
G(r) = -F(r), g(r) = 1(0) - 21rr dla r E (OjR)j zgodnie z (3),

G+(r) = -F.t(r) = I(r) ~ g(r) dla r E (OjR), wiec zalozenia
lematu sa spelnione. Dost~jemy:

R •

-F(R) ~ -F(O) + f (1(0) - 21rr)dr = -F(O) + I(O)R - 1rR2,
o

czyli O ~ -8 + Rd -1rR2 i ostatecznie 8< Rd, o co chodzilo.

Dowód twierdzenia danego w zadaniu jest tym samym
zakonczony.

dr Marcin E. KUCZMA


