Sztywnos¢ figur

Wygiecie tréjkatnego kawatka blachy nie nastrecza Zadnych trudnoéci. Klopoty sa,
wtedy, gdy zazadamy, Zeby po wygieciu nasz kawalek nadal byl plaski. Wydaje sig,
Ze na plaszczyinie jest na to za malo miejsca, jest go jednak wystarczajaco duzo, aby
wygiaé sam brzeg tréjkata. Tak podpowiada intuicja, a jak jest naprawde 7 Zanim
odpowiemy na to pytanie (i zadamy nastepne), musimy najpierw dokladnie wiedzieé,
o czym méwimy — co to gnaczy wygiaé 7 Jedli wyginamy drut, to zmieniamy ksztalt
nie zmieniajac jego dlugosci, co wiecej — nie zmieniamy dlugodci zadnego kawalka.

To spostrzezenie wystarczy do precyzyjnej definicji wyginania.

Wygieciem (albo izometria wewnetrzna) nazywamy takie przeksztalcenie figury F,
ktére nie zmienia dlugosci adnej z narysowanych w F linii. Zatem linie narysowane
(zawarte) w F przy wyginaniu moga zmieniaé swéj ksztalt, ale zaden ich ik nie
moze zmienié swojej dlugosci. Wynika stad miedzy innymi, Ze kres dolny dlugoéci
hkéw zawartych w F i laczacych dane dwa punkty figury F jest przed i po wygieciu
taki sam. Wartoéé tego kresu nazywa si¢ wewnetrzna odleglodcia punktéw. Mozna
udowodnié, Ze jedli przeksztalcenie zachowuje wewnetrzna odleglodé dowolnych
punktéw, to jest izometria wewnetrzna, czyli wygieciem. Jesli zbiér plaski ma te
wlasnodé, e kaida jego izometria wewetrzna przeksztalcajaca go w podzbiér plaski
jest zwykla izometria plaszczyzny, to powiemy, Ze zbiér jest sztywny na plaszczyénie.
Definicje sztywnodci zbioréw przenosi sie bez trudnosci na wyzsze wymiary.

Niewiele wiadomo o zbiorach sztywnych. Twierdzenie Borsuka orzeka, ze kaidy
obszar (zbiér otwarty i spéjny) w E" jest sztywny w E". Wynika stad m. in., Ze
tréjkata rzeczywiscie nie da sie wygiaé na plaszczyfnie. Co bedzie jednak, gdy w
sztywnym tréjkacie zaczniemy wycinaé tréjkatne dziury tak, jak na rysunku obok i
operacje te wykonamy nieskoriczenie wiele razy ? Okazuje sig, Ze otrzymany w ten
sposdb zbiér S (krzywa tréjkatows Sierpifiskiego) moina juz wygiaé na plaszczyinie.
Zeby sie o tym przekonaé, sprébujmy najpierw wygiaé sam jego szkielet, tzn. sume
brzegéw wszystkich tréjkatéw pojawiajacych sie w czasie konstrukeji (gérny rysunek
na okladce przedstawia wygiecie piatego przyblizenia). Widaé od razu, ze w wyniku
takiego odksztalcenia luki zawarte w szkielecie nie zmieniaja swojej dlugodci. Uwazne
przyjrzenie sie (oczywiscie w wyobraZni) zbiorowi S pozwala stwierdzié, ze dowolnie
blisko kazdego jego punktu jest punkt nalezacy do szkieletu. Dzigki temu dla kazdego
huku laczacego dowolne dwa punkty zbioru S (2 sa tam i punkty nie nalezace do
szkieletu) istnieje nie dluzszy od niego tuk, ktéry poza (byé moze) koficami jest zawarty
w szkielecie. Zatem kres dolny diugodci wszystkich ukéw laczacych dane punkty

jeat réwny kresowi dolnemu diugoéci lukéw taczacych punkty i biegnacych (poza,

byé moze, tymi punktami) w szkielecie. Dzigki temu mozna przedluzy¢ izometrie
wewnetrzna, szkieletu do izometrii wewnetrznej calego zbiorn S. Krzywa tréjkatowa
Sierpifiskiego nie jest wiec zbiorem sztywnym na plaszczysnie. Nie wiadomo natomiast,
czy sztywny jest zbiér (dywan Sierpifskiego), ktérego czwarte prayblizenie pokazane
jest na rysunku ponizej. Whrew pozorom przeksztalcenie z dolnego rysunku okladki
nie jest izometria wewnetrzna.
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