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O pewnym problemie typu Burnside’a

Prof. dr Wiestaw Zelazko

W artykule tym chcialbym zapoznaé Czytelnika z pewnym otwartym do tej pory
problemem z teorii grup oraz przedstawicé zwiazek tego problemu ze stynnym
problemem Burnside’a. Z pojeciem grupy Czytelnicy Delly mieli okazje spotkad

sig niejednokrotnie, samo pojecie wchodzi zreszta w zakres programéw szkolnych

(np. grupy izometrii). Nie bede wiec omawial szczegdléw, praypomne jedynie definicje
i przejde od razn do rzeczy. Niepusty zbiér G z operacja, (z,y) —— zy prowadzacs,

od par elementéw do elementéw G nazywamy grupa, jesli speinione sa nastepujace
aksjomaty:

(i) Dzialanie grupowe jest laczne, tj. dla dowolnych z, y, z € G mamy

z(yz) = (zy)z.
(ii) Istnieje element e (jednoéé grupy) taki, ze
Te—¢ex =2
dla kazdego elementu z grupy G (element taki jest jedyny).

(iii) Kazdy element z grupy G ma odwrotnodé z7*, tj. taki element, Ze

gz =g "z=ce

(odwrotnosé taka jest wyznaczona przez z jednoznacznie).

Podgrupa, grupy G nazywamy podzbiér, ktéry sam jest grupa ze wzgledu na dzialanie
grupowe. Wynika stad, Ze kaida podgrupa zawiera jednos$é e oraz wraz z para
elementéw zawiera ich iloczyn zy i ich odwrotnoéei. Ogdlnie méwiac, j\eéﬁ G jest
podgrupa, G i zawiera elementy z i y, t.o zawiera réwniez wszystkie elementy postaci

(1) s

gdzie wykladniki a; i b; sa liczbami calkowitymi (przyjmujemy przy tym z” = e dla
dowolnego z). Latwo zauwazyé, ze dla dowolnych z i y w grupie G zbiér elementdéw
postaci (1) jest podgrupa, G, przy czym jest to najmniejsza podgrupa zawierajaca z i

y. Méwimy o tej podgrupie, Ze jest generowana przez z i y. Podobnie mozna méwié

o podgrupie Go C G generowanej przez elementy z., Z2, ..., Tx. Sklada sie ona z
iloczynéw poteg (dodatnich lub ujemnych) tych elementéw. Jezeli Gy = G, to méwimy,
Ze grupa G ma k generatoréw i elementy z; (i =1, 2,...,k) sa jej generatorami.
Oczywiscie jakie$ inne elementy w innej ilosci réwniez mogs generowaé grupe G.
Istnieja grupy nie majace skoriczonej liczhy generatoréw, tj. wieksze od kaidej swojej
podgrupy generowanej przez skoriczong liczbe elementéw (tak jest dla grupy wszystkich
przesunieé prostej). Jedli idzie o grupe generowang przez pojedynczy element z, to
mamy dwie mozliwosci. Albo istnieje liczba naturalna k taka, ze z* = e; wtedy istnieje
tez taka najmniejsza liczba naturalna ko, zwana rzedem elementu z, ge 20 =e. W tym
przypadku grupa generowana przez z ma dokladnie kp elementéw z° = ¢, z, 2%, ...,
z%0=1 i branie wiekszych wykladnikéw prowadzi do poprzednich elementéw, bo

zko = 2% gko+! = g jtd. Grupa taka jest z punktu widzenia teorii grup nieodréznialna
od grupy obrotéw ko-kata foremnego (méwimy, Ze obie grupy sa izomorficzne).

W drugim przypadku wszystkie potegi 2%, k = 0, +1, 2, ..., sa rézne i grupa
generowana przez z jest izomorficzna z grupa, wszystkich liczb catkowitych

z dodawaniem jako dzialaniem grupowym. Méwimy w tym przypadku, Ze rzad
elementu z jest nieskoficzony. Oczywiscie grupa generowana przez jeden element musi
byé przemienna, tj. zy = yz dla dowolnych jej elementdw.

= g" y :anybq”_zuny

W roku 1902 W. Burnside postawil pytanie, czy grupa o skoticzonej liczbie
generatordéw, ktérej wszystkie elementy maja rzedy wspélnie ograniczone (tj. istnieje
stala M taka, ze rzedy wszystkich elementéw grupy sa skonczone i nie wieksze od M),
musi byé grups, skoriczong. Problem ten przez ponad pél wieku pozostawal nie
rozstrzygniety, nie znana byla tez odpowiedZ na jego slabsza wersje, w ktérej warunek
wspélnej ograniczonosci rzeddéw elementdw grupy jest zastapiony przez skotficzonodé
tych rzedéw (warunek oczywisty, bo element rzedu nieskoniczonego generuje grupe
nieskoriczona). Problem ten rozstrzygneli matematycy radzieccy. W roku 1959

P. 8. Nowikow zaanonsowal (bez podania dowodn) istnienie nieskoriczonej grupy

o dwéch lub wiecej generatorach, dla ktérej rzedy wszystkich elementéw sa dzielnikami
pewnej liczby n > 72.
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Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL

HOLOGRAFIA PRZY UZYCIU
PROMIENI RENTGENA

Czy mozna zajrzed do wnetrza zywej
komerki nie niszczac jej przy okazji ?
Odpowiedz na to pytanie byla dotychczas
negatywna. Mikroskopy optyczne
wykorzystuja zbyt dlugie fale swietlne by
mogly by¢ uzyte do badan najmniejszych
bakterii czy wiruséw. Z kolei mikroskopy
elektronowe, ktdrych zdolnosé rozdzielcza
dochodzi do pojedynczych angstreméw

(107 m) nie moga by¢ latwe uzyte do
badania struktur bislogicznych, gdyz mozna
bada¢ za ich pomoecs tylko cienkie warstwy

i to w prézni. Jednakze rezultaty otrzymane
w 1987 roku w Laboratorium imienia
Lawrence'a Berkeley nalezacym do
Uniwersytetu Kalifornijskiego w Berkeley
pozwalaja na wiecej optymizmu. Do badan”
komérek uzyto bowiem “miegkkich® promieni
rentgena o dlugosciach fal miedzy 25 a 32A.
W zasadzie promienie X o dlugoéciach fal
pomiedzy ‘10 A a 50 A powinny umozliwic
badania obiektéw o rozmiarach mniejszych
niz 100 A. W praktyce problemem powaznie
utrudniajacym dotychczasowe eksperymenty
byla slaba spojnos¢ 2rodel promieni rentgena
Jak i slaba zdolnos¢ rozdzielcza filméw
rejestrujacych to promieniowanie. Dzieki
wykorzystaniu nowych 2rédel promieni X
zbudowanych w Narodowym Laboratorium w
Brookhaven oraz specjalnych warstwowych
detektoréw przekroczono po raz pierwszy w
holografii rentgenowskiej granice zdolnogci
rozdzielczej 1um = 1000 A. Obiektern badan
byly grupy enzymow, tworzace kulki o
wyrnarach 0,85um £ 0,12 pm znajdujace
sie w komdrkach trzustki szczura. Badano
warstwy o grubosci 2000 A, W ciagu 80
minut ekspozycji przez prébke przechodzilo *
8101 fotondw, co odpowiada dawce okolo
200 megaradéw. Rozproszone promienicwanie
przechodzace interferowalo na detektorze
warstwowym (zbudowanym z odpowiedniego
polimeru) z wiazka nierczproszons tworzac
hologram. Wytrawienie owego polimeru
wytwarzalo wypukla rzezbe, ktéra nastepnie
byla pokrywana warstwa zlota i palladu,
ogladana pod mikroskopem elektronowym i
ostatecznie analizowana za pomocy
komputera. Kulki enzyméw znajdujace sie
wewnatrz zywych komérek byly doskonle
widoczne na ekranie. Uzyskana w ten sposéhb
rekordowa zdolno$é rozdzielcza wymiosla okolo
4004, co jest wynikiem 20 razy lepszym niz
poprzednie rezultaty. Autorzy pracy
twierdza, ze wynik ten moze ulec dalsze)
poprawie. Wydaje sig wige, 2e opancwana
zostala nowa, nieniszczaca metoda badania
wnetrza mikreskopijnych obiektow
bologicznych

Slabsza wersje rozstrzygnal negatywnie E. 8. Golod w roku 1964, a pelny dowdd
wersji silniejszej podali w roku 1968 S. L. Adjan i P. S. Nowikow; rezultat byl nieco
slabszy niz anonsowany uprzednio przez Nowikowa. Udowodnili oni, ze jezeli n jest
liczba nieparzysta, nie mniejszq niz 4381 i m > 2, to istnieje grupa nieskoticzona

o m generatorach, ktérej kazdy element spelnia warunek z" = e. Jest to jeden

z najtrudniejszych wynikéw teorii grup, trzyczesciowa praca Adjana i Nowikowa liczy
ponad 300 stron druku i nuzywa ponad 500 lematéw.

Problem, o ktérym chee tu opowiedziec, réwniez formuhije sig bardzo prosto. Nie
jest on do tej pory rozwigzany. Mianowicie jest to pytanie nastepujace: czy jezeli

dla grupy G istnieje stala C taka, ze dla dowolnych skeiiczonych podzbioréow A i B
grupy G mamy

(2) , C|AB| > |A||B|,

to grupa G musi by¢ skoniczona? W powyiszym wzorze symbol |Z| oznacza moc
(liczbe elementéw) zbioru Z, a iloczyn AB jest zbiorem wszystkich iloczynéw zy,
gdzie z € Ai y € B. Problem ten postawiony przez autora tego artykulu w rokn 1974
powstal w zwiazku z pewnymi rozwazaniami z zakresu tzw. analizy harmonicznej

na grupach. Jest on réwniez zwiazany z klasycznym problemem Burnside’a. Aby

sig o tym przekonaé, zauwazmy, %e jezeli grupa G spelnia (2) i Gy jest podgrupa,
skoficzona grupy G, to |Go| € C. Istotnie: mamy GoGo = Gy, bo iloczyny elementéw
podgrupy G, sa w tej podgrupie, a kazdy element z podgrupy Go mozna zapisac jako
iloczyn z = ze. Kladac w (2) A = B = Gy otrzymamy C|Gq| > |Go|?, czyli |G| < C.
Zauwazmy dalej, ze kazda podgrupa przemienna grupy G spelniajacej warunek (2)
musi byé skoriczona. Niech bowiem G, bedzie podgrupa przemienna grupy G. Gdyby
grupa G zawierala element zo rzedu nieskoliczonego, to wszystkie potegi zi bylyby
rézne i wtedy ustalajac dowolnie n polozylibysmy A = B = {z) =, Zo, Tp,-..,20 '}
Wtedy |A| = |B| = n, oraz AB = {e, zo, 23,...,25" °}, a wiec |AB| = 2n— 1. Ze
wzoru (2) wynika wtedy C(2n — 1) > n?, co, oczywidcie, nie moze by¢ prawdy dla
duzych n, a n wybieraliémy dowolnie. Wynika stad, ze rzedy wszystkich elementdéw
8y, skoriczone. PoniewaZ elementy generuja podgrupy mocy réwnej swojemu rzedowi i
moce podgrup skoficzonych G sa nie wieksze niz C, wiec i rzedy wszystkich elementéw
grupy G maja rzedy wspélnie ograniczone przez C, a wigc sytuacja jest taka jak w
problemie Burnside’a. PoniewaZ nie jest dla nas istotne, czy podgrupy przemienne
grupy speiniajacej warunek (2) sa skoficzone, dowdéd ten opuscimy, ale Czytelnik
korzystajac z dotychczas udowodnionych faktéw moze ten dowdd otrzymaé. Jezeli
istnieje grupa nieskoriczona spelniajaca warunek (2), to wybierajac w niej dowolne
elementy z,, 2, ..., Tn, gdzie n > C i generujac przez te elementy podgrupe Gy
grupy G otrzymamy podgrupe, ktéra ma wiecej niz C elementéw, a zatem jest
nieskonczona, ma skonczenie wiele generatoréw oraz rzedy wszystkich jej elementdw sa,
wspdlnie ograniczone przez liczbe C. Roztrzyga wiec ona wspomniany wyzej problem
Burnside’a. Wynika stad, ze jezeli postawiony przez nas problem ma rozwiazanie
negatywne, tj. istnieje grupa nieskonczona spelniajaca warunek (2), to konstrukcja
takiej grupy jest bardzo trudna, bo zawiera w sobie rozwiazanie bardzo trudnego
problemu Burnside’a. Byé mozZe nie ma takiej grupy i rozwiazanie problemu jest
pozytywne. Mialoby to interesujace konsekwencje dla analizy harmonicznej, w
szczegélnodci rozstrzygaloby to tzw. hipoteze L, dla grup dyskretnych. Przy tym
dowdd takiego twierdzenia nie musi by¢ beznadziejnie trudny. Oczywidcie nie mozna
gwarantowad, ze problem w ogéle da sig rozstrzygnaé (zdarzaja sie w matematyce
przypadki, Ze zaréwno sformulowana hipoteza, jak i jej zaprzeczenie nie maja dowoddw
w ramach rozwazanej teorii — sa od niej niezaleine; tak bylo np. ze stynna hipoteza
continuum lub z pewnikiem wyboru), ale miejmy nadzieje, ze w tym przypadku tak
nie jest.

Jezeliby jeszcze cod zalozyé o grupie G spelniajacej warunek (2), to wtedy latwiej
mozna by rozwiazaé nasz problem. Na przyklad zakladajac przemiennoéd grupy G

i spelnianie warunku (2) mozna udowodnié jej skoniczonoéé (niemal to uczynilismy

w tym artykule), podobnie mozna by to zrobié zakladajac tzw. rozwiazalnoséé grupy

G lub czyniac jeszcze inne zalozenia. Nas interesuje jednak ten problem w calej jego
ogdlnodei. Czytelnika pragnacego poglebié te tematyke mozemy skierowad do ksiazki
A. G. Kurosza Teoria Grup (po rosyjsku), Moskwa 1967 (wydanie III), w szczegdlnosci
str. 497-500 - oczywidcie nie moze tam byé mowy o dowodzie Adjana i Nowikowa, a
nawet wynik Goloda cytowany jest bez dowodu. Problem, o ktérym mowa w artykule,
zostal postawiony (w ogdlniejszej postaci dla tzw. grup lokalnie zwartych) w pracy
autora On the Burnside problem for locally compact groups, Symposia Math. 16(1975),
409-416.
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