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Doc. dr Wojciech GUZICKI

W artykule o grze w 20 pytanii (w Malej Delcie, w tym
numerze) oméwilismy sposéb gry z graczem, kiéry nie
klamie. A jak postepowad z graczem, ktéry klamie? Cazy
jestesmy zupehie bezradni? To pytanie postawil Stanistaw
Ulam w swoje]j ksiazce Adventures of a Mathematician.
Zapytal on mianowicie o to, jaka jest najmniejsza

mozliwa liczba pytan, ktére musi zadaé Pytajacy, by
odgadnaé pomyélana liczbe z przedzialu [1,1000000],
jezeli wiadomo, e Odpowiadajacy moie raz sktamac?
Strategia wygrywajaca oczywidcie istnieje: powtarzamy
kaide pytanie 3 razy.

Zajmiemy sig¢ od razu problemém ogélnym:
Odpowiadajacy wybiera liczbe z przedzialu domknietego
[1,n], Pytajacy zadaje k pytaii, Odpowiadajacemu wolno
raz sktamaé. Podobnie, jak poprzednio, Pytajacy zadaje
pytania typu ,czy e € X?”, gdzie X jest dowolnym
podzbiorem przedziahu [1,n].

W tej postaci problem zostal niedawno rozwiazany przez
Andrzeja Pelca z Kanady. Problem analogiczny, w ktérym
zadawane pytania musza byé poréwnawcze, nie jest jeszcze
rozwiazany do korica. Przedstawimy teraz rozwiazanie
oryginalnego problemu Ulama, dowéd bedzie niewielka
modyfikacjg dowodu Pelca.

Zauwazmy najpierw, ze w kaidym momencie naszej

gry musimy rozpatrywaé dwa zbiory dopuszczalnych
liczb (a nie jeden zbiér, jak w przypadku gry bez
ktamstw). Pierwszy z tych zbioréw sklada si¢ z tych
liczb, ktére 83 zgodne ze wszystkimi dotychczas
udzielonymi odpowiedziami — tzn. liczb o tej wiaanoscx,
ge gdyby Odpowiadajacy pomysélat ktéraé z nich, to

w dotychczasowych odpowiedziach jeszcze nie sklamatl,
ma wiec prawo sktamaé w dalszym ciagu gry. Drugi z
tych zbioréw sklada sie z liczb, speliajacych wszystkie
odpowiedzi z wyjatkiem jednej — sa to wiec liczby, o
ktérych Odpowiadajacy juz sktamal. Niech pierwszy
zbiér ma ¢ elementéw, a drugi b elementéw. Pare (a,b)
nazwiemy stanem gry. Teraz zauwaimy, Ze kazde pytanie
jest w istocie rzeczy pytaniem o pewna liczbe elementéw
kaidego z rozwazanych powyiej zbioréw. Przypuéémy
zatem, Ze pytamy o z elementéw pierwszego zbioru

i y elementéw drugiego. W zaleznoéci od odpowiedzi,
gra przejdzie ze stanu (a,b) w jeden z dwéch stanéw
oznaczanych dalej przez TAK i NIE. Zastanéwmy sie,
jaka postaé ma stan TAK. Niech A bedzie pierwszym
zbiorem (ma on a elementéw) i B drugim zbiorem (o b
elementach). Pytanie ,czy e € X?” jest pytaniem o z
elementéw zbioru A i y elementéw zbioru B, tzn. zbidr
X N A ma z elementéw i zbiér ¥ N B ma y elementdw.
Zatem zbiory A\ X i B\ Y maja odpowiednio po a — =z
i b —y elementéw. W przypadku odpowiedzi ,tak”
pierwszy zbiér bedzie sie sktadal z tych elementéw zbioru
A, ktére sa zgodne z ostatnia odpowiedzia, czyli naleia
do X. Jest to zatem zbiér AN X. Do drugiego zbioru
naleza natomiast te elementy zbioru A, o ktérych teraz
sktamaliémy (tzn. A\ X) oraz te elementy zbioru B, o
ktérych nie sklamaliémy (tzn. BNY).
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Stan TAK jest zatem réwny (z,a — z + y). Podcbnie
rozumujac stwierdzimy, ze stan NIE ma postaé
(a —z,2+b—y).

7 kazdym stanem zwiatemy teraz funkcje zwana jego
waga. Przypuéémy, se w stanie (a,b) Pytajacy moze
zadaé jeszcze § pytan. Wtedy kladziemy w;(a,b) =
=a-(j+1)+b. Funkcje w; nazwiemy wiaénie funkeja
wagi (doktadniej j-ta waga) stanu (a,b). Funkcja wagi
méwi nam, jakie mozliwodci ma jeszcze Odpowiadajacy.
Ma on do dyspozycji a liczb, o ktérych dotychczas méwit
prawde, moze wiec o kazdej z nich dalej méwi¢ prawde lub
sktamaé w jednym z nastepnych j pytai — daje to j +1
moszliwodci dla kazdej z tych a liczb. Wreszcie ma on do
dyspozyeji b liczb, o ktérych musi méwié prawde do korica.
Nastepnie okreslmy tzw. charakter stanu

ch(a,b) = min{j : w;(a,b) <2°}.
Zauwazmy na koniec, Ze

wj(a,b) = wj—1(TAK) + w;—1(NIE).
W dalszym ciagu bedziemy wielokrotnie zastanawiali sie
nad istnieniem strategii wygrywajacej dla Pytajacego
w érodkowej fazie gry. Jezeli gra znalazla sie w stanie
(a,b) i Pytajacy ma od tego momentu strategie
Wygrywajaca za pomoca co najwyiej j pytaf, to bedziemy

nazywaé ja strategia wygrywajaca poczawszy od tego
stanu.

Lemat 1. Jesli wi(a,b) > 2%, to Pytajacy nie ma strategii
wygrywajacej w k pytaniach w grze poczawszy od stanu
(a,b).
Dowéd. Odpowiadajacy moze zastosowal diabelska
strategie (patrz Mala Delta). Po pierwszym pytaniu
bedziemy mieli nieréwnosé

we-1(TAK) + we—1(NIE) > 2.
Stad jeden ze stanéw TAK i NIE ma (k — 1)-sza wage
wieksza od 25!, Odpowiadajacy wybiera te odpowiedZ,
ktéra ma wicksza wage. W ten sposéb po k pytaniach
dojdzie do stanu, ktérego zerowa waga jest co n° nniej
réwna 2. Teraz wystarczy zauwaiy¢, ie Pytajacy ma
pewnoéé zgadniecia po zadaniu wszystkich pytad tylko
wtedy, gdy stan gry jest jednym ze stanéw (1,0) lub
(0,1). Oba te stany maja jednak zerowa wage réwna 1.
Diabelska strategia okazala sig zatem skuteczna dla
Odpowiadajacego, co kodczy dowdd lematu.

7 powyzszego lematu wynika, e Pytajacy moze miec
strategie wygrywajaca w k pytaniach tylko wtedy, gdy k-ta
waga stanu poczatkowego jest co najwyzej réwna 2k, W
szezegdlnodel moze sie zdarzyé, ze Pytajacy ma strategie
wygrywajaca w ch(a,b) pytaniach poczawszy od stanu
(a,b). Pokaiemy teraz, ze tak jest w istocie dla bardzo
obszernej klasy stanéw.

Nazwijmy stan (a,b) stanem przyjemnym, jedli Pytajacy
ma strategie wygrywajaca w ch(a, b) pytaniach poczawszy
od stanu {a,b). Stan (a,b) nazwiemy stanem typowym,
jedli b>a—1.



Twierdzenie. Wszystkie sf.a.ny typowe 83, przyjemne.
Dowéd. Stosujemy indukcje wzgledem charakteru stanu.

Jedynymi stanami o charakterze 0 sa stany (1,0) i (0,1).
Sa one stanami przyjemnymi, bo Pytajacy zna pomysélang
liczbe bez zadawania jakichkolwiek pytan.

Przypuéémy teras, ze wszystkie stany typowe

o charakterze mniejszym od k s przyjemne. Niech

(a,b) bedzie dowolnym stanem typowym charakteru k.
Pokaidemy, Ze jest on przyjemny. W tym celu wystarczy
znalezé takie pytanie, Ze otrzymane w jego wyniku

stany maja (k — 1)-sze wagi rézniace sie co najwyzej o 1.
Mianowicie z zalozenia o charakterze stanu (a,b) wiemy, ze
we(a,b) < 2%, Jedli teraz |wi—(TAK) — we— (NIE)| < 1,
to wi—1(TAK) i we—(NIE) 83 nie wigksze od 27!, Stad
wynika, ze charakter stanéw TAK i NIE jest co najwyiej
réwny k — 1. Jeéli teraz uda nam sie dobraé pytanie tak,
aby stany TAK i NIE byly typowe, to z zalozenia bedsa
one przyjemne. Pytajacy ma zatem strategie wygrywajaca
w k — 1 pytaniach, co lacznie z zadanym juz pierwszym
pytaniem daje strategie wygrywajaca w k pytaniach.

Przypadek 1. Niecha =2-a,.

W zaleznoséci od parzystosci liczby b bierzemy liczbe by
tak, by b=2-b; lub b =2- by + 1. Wystarczy zadaé teraz
pytanie o a; elementéw pierwszego zbioru i b; elementéw
drugiego zbioru. Otrzymamy stany typowe

TAK:[Gl,Gl'f'bl], NIE:(Gl,Gl +b—b1),

ktérych wagi réinia sie, oczywisdcie, co najwyzej o 1.

Przypadek 2. Niecha=2-a; + 1.
Udowodnimy najpierw pomocniczy lemat.

Lemat 2. Jedli b > k, to mozna dobraé pytanie, ktérego
poszukujemy.

Dowéd. Bierzemy takie liczby b; i ¢, by b = 2b; lub
b=2b; +1 oraz k = 2¢ Tub k = 2¢ + 1. Zadajemy teraz
pytanie o a; elementéw pierwszego zbioru i by + ¢
elementéw drugiego zbioru. Otrzymamy stany typowe

TAK = (a1,81+1+b1+c), NIE = (a1+1,a:1+b—b1—c)
réiniace sie wagami co najwyzej o 1:
|wig—1(TAK) — wg— (NIE)| = |14+(2 - b1 —b)+(2 - c—k)| < 1.
Niech teraz (a,b) bedzie stanem typowym, takim, e b > 6.
Pokaiemy, ie wiedy b > k, czyli spelmione jest zalozenie
lematu 2. Otéi wystarczy pokazaé, ze wy(a,b) < 2%,

wy(a,b) =a-(b+1)+b<(b+1)°+b<2® dla b>6.
Ostatnia nieréwnoéé sprawdza sie tatwo przez indukcje
wzgledem b, co skoriczy dowdd lematu.

Niech teraz (a,b) bedzie stanem typowym, takim, ze a>7.
Wtedy b > 6 i z powyZszych rozwazan wynika, ze istnieje
poszukiwane pytanie. Pozostaja do rozpatrzenia przypadki
stanéw (a,b), takich, se a = 1, a = 3 lub a = 5 oraz
a—1<b<5. Znalezienie w kazdym z tych praypadkédw
(z wyjatkiem stanu (3,2)) pytania, takiego, ze stany TAK
i NIE maja wagi rézniace sie co najwyzej o 1, jest latwym
éwiczeniem dla Czytelnika. W stanie (3,2), ktéry ma
charakter 5, zadajemy pytanie o 2 elementy pierwszego
zbioru, otrzymujac w wyniku stany (2,1) i (1,4). Teraz
wystarczy zauwazyé, ze wa(2,1) =11 < 16 = 2* oraz
wy(1,4) =9 < 16 = 2%, To koticzy dowéd twierdzenia.

Udowodnione twierdzenie pozwala juz na dokladne
okreglenie liczby pytan potrzebnych Pytajacemu
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do odgadniecia pomysélanej liczby. Ograniczymy sig

w dalszym ciagu do szczegdlnego przypadku, gdy liczba n
jest parzysta. Rozwasmy zatem stan (n,0) i praypusémy,
ie jego charakter wynosi k. Zatem wi(n,0) =
=n:(k+1)< 2%, Zadamy pytanie o n, elementéw
(gdzie n = 2-n;). Otrzymamy w wyniku tego pytania
dwa identyczne stany (n1,n1), kaidy o tej samej wadze
wi—1(n1,n1). Zatem wr_y(n1,n1) < 2%, skad wynika,
Ze otrzymane stany maja charakter réwny co najwyiej

k — 1. Jednoczeénie 83 one typowe, a wiec z twierdzenia
wynika, Ze sa one przyjemne. Oznacza to, ze Pytajacy ma
strategie wygrywajaca w k — 1 pytaniach, poczawszy od
kazdego z tych stanéw. Lacznie z pierwszym pytaniem
daje to strategie wygrywajaca w k pytaniach, poczawszy
od stanu wyjéciowego (n,0), a wiec od przedzialu
domknietego [1,n].

Z drugiej strony, jesli wk(n,0) = n - (k+1) > 2%, to
Odpowiadajacy ma swoja strategie diabelska. Ostatecznie
dostajemy odpowiedZ na pytanie, kiedy Pytajacy

ma strategie wygrywajaca: strategia ta istnieje dla
przedzialu domknietego [1,n] (dla n parzystego) i k pytan
wtedy i tylko wtedy, gdy n - (k+ 1) < 2F. Analogiczne
rozwiazanie dla n nieparzystego Czytelnik bez trudu
znajdzie samodzielnie — jedyna drobna trudnoéé polega
na tym, ze po pierwszym pytaniu nie otrzymujemy stanéw
identycznych. Najréwniejszy podzial stanu (n,0) dla
n=2-n; + 1 otrzymamy pytajac o n; elementéw —
wynikiem beda stany (ni,ni + 1) oraz (ni+ 1,n1).

Z otrzymanej zaleznodci po chwili wynika, ze dla n.=

= 1000000 potrzeba 25 pytan. Jako ciekawostke mozna
podaé, Ze analogiczna gra z dwoma klamstwami wymaga
29 pytan.

Analiza przedstawionego dowodu pozwala zauwazyd,
ze pytania, ktére bedziemy zadawad, sa pytaniami o
przedzial: ,czy pomyélana liczba leiy w przedsziale
domknigtym [p,q]?”.

Czytelnikom umiejacym pisaé programy komputerowe
mozna teraz zaproponowaé napisanie programu
odgadujacego pomyslang liczbe wedhig opisanego wyiej
algorytmu.

Zastosowanie dla tego typu zabaw jest chyba widoczne.
Chodzi mianowicie o przesyltanie informacji kanatami,
ktére czasami powoduja powstawanie bledéw. Wystapienie
dwéch bledéw jest bardzo malo prawdopodobne,
sprébujmy wiec opracowaé metode postepowania w
przypadku pojawienia sie co najwyiej jednego bledu.
Zobaczyliémy pewna metode postepowania w takich
przypadkach, mianowicie wtedy, gdy mamy do czynienia

z interakcyjna wymiana informacji. MoZna teraz
wyobrazi¢ sobie, Ze chcemy odgadnaé pomyslana liczbe,
ale musimy zadaé wszystkie pytania od razu. Pytania

te beda, oczywidcie, znane Odpowiadajacemu przed gra.
Wystarczy wiec, jedli przyéle on nam ciag odpowiedzi,
zakodowany w postaci ciagu zer i jedynek: zero na

i-tej poszycji oznacza, Ze na to pytanie dal odpowied
negatywna, jedynka — pozytywna. Problemem bedzie
teraz znalezienie minimalnej dhugodci kodu (i oczywiscie
sposobu rozkodowywania, czyli tredci kolejnych pytai), tak
aby méc przestaé jednoznaczna informacje o pomyélanej
liczbie, pomimo Ze zakodowany ciag po odebraniu go moze
réznié sie na jednym miejscu od ciagu wystanego. W ten
sposéb doszliémy do pojecia tzw. kodéw korygujacych
bledy, o ktérych innym razem.



