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W artykule o grze w 20 pytan (wMalej Delcie, w tym
numerze) omówilismy sposób gry z graczem, który nie
klamie. A jak postepowac z graczem, który klamie? Czy
jestesmy zupelnie bezradni? To pytanie postawil Stanislaw
Ulam w swojej ksiazceAdventures of a Mathematician:

Zapytal on mianowicie o to, jaka jest najmniejsza
mozliwa liczba pytan, które musi zadac Pytajacy, by
odgadnac pomyslana liczbe z przedzialu [1,1000000],
jezeli wiadomo, ze Odpowiadajacy moze raz sklamac?
Stra.tegia wygrywajaca oczywiscie istnieje: powtarzamy
kazd~ pytanie 3 razy.

Zajmiemy sie od razu problemem ogólnym:
Odpowiadajacy wybiera liczbe z przedzialu domknietego
[1, n], Pytajacy zadajek pytan, Odpowiadajacemu wolno
raz sklamac. Podobnie, jak poprzednio, Pytajacy zadaje
pytania typu "czye E X?", gdzie X jest dowolnym
podzbiorem przedzialu [1,n] ..

W tej postaci problem zostal niedawno rozwiazany przez
Andrzeja Peka z Kanady. Problem analogiczny, w którym
zadawane ,pytania musza byc porównawcze, nie jest jeszcze
rozwiazany do konca. Przedstawimy teraz rozwiazanie
oryginalnego problemu Ulama, dowód bedzie niewielka
modyfikacja dowodu Pekao

Zauwazmy najpierw, ze w kazdym momencie naszej
gry musimy rozpatrywac dwa zbiory dopuszczalnych
liczb (a nie jeden zbiór, jak w przypadku gry bez
klamstw). Pierwszy z tych zbiorów sklada sie z tych
liczb, które sa zgodne ze wszystkimi dotychczas .
udzielonymi odpowiedziami - tzn. liczb o tej wlasnosci,
ze gdyby Odpowiadajacy pomyslal któras z nich, to
w dotychczasowych odpowiedziach jeszcze nie sklamal,
ma wiec prawo sklamac w dalszym ciagu gry. Drug~ z
tych zbiorów sklada sie z liczb, spelniajacych wszystkie
odpowiedzi z wyjatkiem jednej - sa to wiec liczby, o
których Odpowiadajacy juz sklamal. Niech pierwszy
zbiór ma a elementów, a drugib elementów. Pare(a, b)

nazwiemy stanem gry. Teraz zauwazmy, ze kazde pytanie
jest w istocie rzeczy pytaniem o pewna liczbe elementów
kazdego z rozwazanych powyzej zbiorów. Przypuscmy
zatem, ze pytamy ox elementów pierwszego zbioru
i 1/elementów drugiego. W zaleznosci od odpowiedzi,
gra przejdzie ze stanu(a,b) w jeden z dwóch stanów
oznaczanych dalej przez TAK i NIE. Zastanówmy sie,
jaka postac ma stan TAK. NiechA bedzie pierwszym
zbiorem (ma ona elementów) ie drugim zbiorem (ob

elementach). Pytanie "czye E X?" jest pytaniem ox

elementów zbioruA i 1/elementów zbioruB, tzn. zbiór
X nA ma x elementów i zbiórY nB ma 1/elementów.
Zatem zbiory A \ X i B \ y maja odpowiednio poa -- x
i b - 1/elementów. W przypadku odpowiedzi "tak"
pierwszy zbiór bedzie sie skladal z tych elementów zbioru
A, które sa zgodne z ostatnia odpowiedzia, czyli naleza
do X. Jest to zatem zbiórA n X. Do drugiego zbioru
naleza natomiast te elementy zbioruA, o których teraz
sklamalismy (tzn. A \ X) oraz te elementy zbioruB, o
których nie sklamalismy (tzn.B nY).
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Stan TAK jest zatem równy(x, a - x + 1/). Podobnie'
rozumujac stwierdzimy, ze stan NIE ma postac
(a-x,x+b-y).

Z kazdym stanem zwiazemy teraz funkcje zwana jego
waga. Przypuscmy, ze w stanie(a, b) Pytajacy moze
zadac jeszczej pytan. Wtedy kladziemywj(a,b) =

= a ' (j + 1) + b. Funkcje Wj nazwiemy wlasnie funkcja
wagi (dokladniej j-ta waga) stanu(a, b). Funkcja wagi
mówi nam, jakie mozliwosci ma jeszcze Odpowiadajacy.
Ma on do dyspozycji a liczb, o których dotychczas mówil
prawde, moze wiec o kazdej z nich dalej mówic prawde lub
sklamac w jednym z nastepnychj pytan - daje toj + 1
mozliwosci dla kazdej z tycha liczb. Wreszcie ma on do
dyspozycji b liczb, o których musi mówic prawde do konca.
Nastepnie okreslmy tzw. charakter stanu

ch(a,b)=min{j: wj(a,b)::;2j}.

Zauwazmy na koniec, ze

wj(a, b) = wj-l(TAK) + wj_l(NIE).

W dalszym ciagu bedziemy wielokrotI,lie zastanawiali sie
nad istnieniem strategii wygrywajacej dla Pytajacego
w srodkowej fazie gry. 'Jezeli gra znalazla sie wstanie
(a, b) i Pytaj acy ma od tego momentu strategie
wygrywajaca za pomoca co najwyzejj pytan, to bedziemy
nazywac ja strategia wygrywajaca poczawszy od tego
stanu.

Lemat 1.Jesli wk(a,b) > 2\ to Pytajacy nie ma strategii
wygrywajacej wk pytaniach w grze poczawszy od stanu
(a, b). ,

Dowód. Odpowiadajacy moze zastosowac diabelska
strategie (patrzMala Delta). Po pierwszym pytaniu
bedziemy mieli nierQwnosc

wk-d.TAK) + wk-l(NIE) > 2k .•

Stad jeden ze stanów TAK i NIE ma(k - l)-sza wage
wieksza od 2k-1• Odpowiadajacy wybiera te odpowiedz,
która ma wieksza wage. W ten sposób po kpytaniach
dojdzie do stanu, którego zerowa waga jest co n' ' nniej
równa 2. Teraz wystarczy zauwazyc, ze Pytajacy ma
pewnosc zgadniecia po zadaniu wszystkich pytan tylko
wtedy, gdy stan gry jest jednym ze stanów (1,0) lub
(0,1). Oba te stany maja jednak zerowa wage równa 1.
Diabelska strategia okazala sie zatem skuteczna dla
Odpowiadajacego, co konczy dowód lematu.

Z powyzszego lematu wynika, ze Pytajacy moze miec
strategie wygrywajaca wk pytaniach tylko wtedy, gdy k-ta
waga stanu poczatkowego jest co najwyzej równa2k• W
szczególnosci moze sie zdarzyc, ze Pytajacy ma strategie
wygrywajaca wch'(a, b) pytaniach poczawszy od stanu
(a, b). Pokazemy teraz, ze tak jest w istocie dla bardzo
obszernej klasy stanów.

Nazwijmy stan (a, b) stanem przyjemnym, jesli Pytajacy
ma strategie wygrywajaca wch( a, b) pytaniach poczawszy
od stanu (a,b). Stan (a,b) nazwiemy stanem typowym,
jesli b ;:::a-L



Twierdzenie. Wszystkie stany typowe sa przyjemne.

Dow6d. Stosujemy indukcje wzgledem charakteru stanu.
I

Jedynymi stanami o charakterzeO sa stany (1,0) i (0,1).
Sa one stanami przyjemnymi, bo Pytajacy zna pomyslana
liczbe bez zadawania jakichkolwiek pyt~n.

Przypuscmy teraz, ze wszystkie stany typowe
o charakterze mniejszym odk sa przyjemne. Niech
(a, b) bedzie dow,olnym stanem typowym charakteruk.
Pokazemy, ze jest on przyjemny. W tym celu wystarczy
znalezc takie pytanie, ze otrzymane w jego wyniku
stany maj11, (k - 1losze wagi rózniace sie co najwyzej o 1.
Mianowicie z zalozenia o charakterze stanu(a, b) wiemy, ze
wk(a,b) :::;2k. Jesli teraz JWk-l(TAK) - Wk-l(NIE)1 :::;1,
to wk-l(TAK) i Wk-l(NIE) sa nie wieksze od 2k-l. Stad
wynika, ze charakter stanów TAK i NIE jest co najwyzej
równy k - 1. Jesli teraz uda nam sie dobrac pytanie tak,
aby stany TAK i NIE byly typowe, to z zalozenia beda
one przyjemne. Pytajacy ma zatem strategie wygrywajaca
w k - 1 pytaniach, co lacznie z zadanym juz pierwszym
pytaniem daje strategie wygrywajaca w kpytaniach.

Przypadek 1. Niecha = 2 . al.
W zaleznosci od parzystosci liczbyb bierzemy liczbe bl '
tak, by b = 2· bl lub b = 2· bl + 1. Wystarczy zadac teraz
pytanie o al elementów pierwszego zbioru i bl elementów
drugiego zbioru. Otrzymamy stany typowe

TAK = (al,al + bd, NIE = (al,al + b - bd,

których wagi róznia sie, oczywiscie, co najwyzej o 1.

Przypadek 2. Niecha = 2 . al + 1.
Udowodnimy najpierw pomocniczy lemat.

Lemat.2. Jesli b 2: k, to mozna dobrac pytanie, którego
poszukujemy.

Dowód. Bierzemy takie liczby bl iC, by b = 2bl lub
6 = 2bl + 1 orazk = 2c lub k = 2c + 1. Zadajemy teraz
pytanie o al elementów pierwszego zbioru i bl +c

elementów drugiego zbioru. Otrzymamy stan~ typowe

TAK=' (al,al+l+bl+c), NIE.= (al+l,al+b-bl-c)

rózniace sie wagami co najwyzej o 1:

IWk-l(TAK) - wk-l(NIE)! = \1+(2, bl-b)+(2· c-k)1 :::; 1.

Niech teraz (a, b) bedzie stanem typowym, takim, zeb 2: 6.
Pokazemy, ze wtedyb 2: k, czyli spelnione jest zalozenie
lematu 2. Otóz wystarczy pokazac, zewb(a,b) :::;2b.

wb(a,b)=a.(b+l)+b:::;(b+l)2+b:::;2b dla b2:6.

Ostatnia nierównosc sprawdza sie latwo przez indukcje
wzgledem b, co skonczy dowód lematu.

Niech teraz (a, b) bedzie stanem typowym, takim, zea 2: 7.
Wtedy b 2: 6 i z powyzszych rozwazan wynika, ze istnieje
poszukiwane pytanie. Pozostaja do rozpatrzenia przypadki
stanów (a, b), takich, zea = 1, a = 3 lub a = 5 oraz
a-l:::; b :::;15. Znalezienie w kazdym z tych przypadków
(z wyjatkiem stanu (3,2)) pytania, takiego, ze stany TAK
i NIE maja wagi rózniace sie co najwyzej o 1, jest latwym
cwiczeniem dla Czytelnika. W stanie (3,2), który ma
charakter 5, zadajemy pytanie o 2 elementy pierwszego
zbioru, otrzymujac w wyniku !ltany (2,1) i (1,4). Teraz
wystarczy zauwazyc, zew4(2,l) = 11 < 16 = 24 oraz
w4(l,4) = 9 < 16 = 24. To konczy dowód twierdzenia.

Udowodnione twierdzenie pozwala juz na dokladne
okreslenie liczby pytan potrzebnych Pytajacemu

11

do odgadniecia pomyslanej liczby. Ograniczymy sie
w dalszym ciagu do szczególnego przypadku, gdy liczban
jest parzysta. Rozwazmy zatem stan(n, O) i przypuscmy,
ze jego charakter wynosik. Zatem wk(n, O) =
= n . (k + 1) :::;2k• Zadamy pytanie on l elemen tów
(gdzie n = 2 .nI). Otrzymamy w wyniku tego pytania
dwa identyczne stany(nI, nd, kazdy o tej samej wadze
wk-l(nl, nI). Zatem wk-l(nl, nd :::;2k-l, skad wynika,
ze otrzymane stany maja charakter równy co najwyzej
k - 1. Jednoczesnie sa one typowe, a wiec z twierdzenia
wynika, ze sa one przyjemne. Oznacza to, ze Pytajacy ma
strategie wygrywajaca wk - 1 pytaniach, poczawszy od
kazdego z tych stanów. Lacznie z pierwszym pytaniem
daje to strategie wygrywajaca wk pytaniach, poczawszy
od stanu wyjsciowego(n, O), a wiec od przedzialu

domknie~ego [1,nI.

Z drugiej strony, jesliWk( n,O) = n· (k + 1) > 2k, to
Odpowiadajacy ma swoja strategie diabelska. Ostatecznie
dostajemy odpowiedz na pytanie, kiedy Pytajacy
ma strategie wygrywajaca: strategia ta istnieje dla
przedzialu domknietego [1,nI (dla n parzystego) ik pytan
wtedy i tylko wtedy, gdyn· (k + 1) :::;2". Analogiczne
rozwiazanie dlan nieparzystego Czytelnik bez trudu
znajdzie samodzielnie - jedyna drobna trudnosc polega
na tym, ze po pierwszym pytaniu nie otrzymujemy stanów
identycznych. Najrówniejszy podzial stanu(n,O) dla
n = 2 .nI + l otrzymamy pytajac onI elementów -
wynikiem beda stany (nl,nl + 1) ofaz (nI + l,nd·
Z otrzymanej zaleznosci po chwili wynika, ze dla'n. =
= l 000000 potrzeba 25 pytan. Jako ciekawostke mozna
podac, ze analogiczna gra z dwoma klamstwami wymaga
29 pytan.

Analiza p'rzedstawionego dowodu pozwala zauwazyc,
ze pytania, które bedziemy zadawac, sa pytaniami o
przedzial: "czy pomyslana liczba lezy w przedziale
domknietym [p, aJ?".

Czytelnikom umiejacym pisac programy komputerowe
mozna teraz zaproponowac napisanie pr..ogramu
'odgadujacego pomyslana liczbe wedlug opisanego wyzej
algorytmu.

Zastosowanie dla tego typu zabaw jest chyba widoczne.
Chodzi mianowicie o przesylanie informacji kanalami,
które czasami powoduja powstawanie bledów. Wystapienie
dwóch bledów jest bardzo !llalo prawdopodobne,
spróbujmy wiec opracowac metode postepowania w
przypadku pojawienia sie co najwyzej jednego bledu.
Zobaczylismy pewna metode postepowania w takich
przypadkach, mianowicie wtedy, gdy mamy do czynienia
z interakcyjna wymiana informacji. Mozna teraz
wyobrazic sobie, ze chcemy odgadnac pomyslana liczbe,
ale musimy zadac wszystkie pytania od razu. Pytania
te beda, oczywiscie, znane Odpowiadajacemu przed gra·
Wystarczy wiec, jesli przysle on nam ciag odpowiedzi,
zakodowany w postaci ciagu zer i jedynek: zero na
i-tej pozycji oznacza, ze na to pytanie dal odpowiedz
negatywna, jedynka - pozytywna. Problemem bedzie
teraz znalezienie minimalnej dlugosci kodu (i oczywiscie
sposobu rozkodowywania,. czyli tresci kolejnych pytan), tak
aby móc przeslac jednoznaczna informacje o pomyslanej
liczbie, pomimo ze zakodowany ciag po odebraniu go moze
róznic sie na jednym miejscu od ciagu wyslanego. W ten
sposób doszlismy do pojecia tzw. kodów korygujacych
bledy, o których innym razem.


