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1-44

Rys. 1

CzoXdwka ligi sadaniowe] "Elub 44 M*
po uwsglednieniu ocen roxwigsarh
gadari 161 /Wr=2,89/ 1 162 /we=1,25/

& numeru 12/1987

Piotr Wach - Katowice
Tadeusz Jézefczyk - Posnad
Ersysztof Hryniewiecki

- Bialystok
Erzysstof Jedziniak- Katowice

Adam Ruszel - Krosno

44,08pkt
43,15pkt

41,18pkt
40,48pkt
38,97Tpkt

Pan Wach Jest pigédsiesigtym czwartym

cztonkiem Klubu 44 M,

Rys.2

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji ,Delty”

Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsytaé rozwiazania zadani z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2.
Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania czterech,
trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robi€ co miesiac
lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé
w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F,
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z doktadnodcia do 0,1. Ocene mnozymy przez
wapblezynnik trudnodci danego zadania: WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sumg¢ ocen za
rozwiazania tego zadania, a N - liczbe oséb, ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego
zadania » danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktéw jest zaliczana
do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytult Weterana.

Szcregblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadar z matematyki z numeru 3/1988
Przypominamy tredé sadari:

187. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC oraz punkt P w jego wnetrzu, przy ciym |[LCAP|=
=|LCBP|. Niech K i L beda rzutami punktu P na boki AC i BC. Udowodnié, ie
symetralna odcinka KL polowi bok AB.

168. Poda¢ warunek konieczny i dostateczny, jaki musza speiniaé liczby.naturalne n i k, aby
srachownic¢ o wymiarach n X n moina bylo pokryé nie zachodzacymi na siebie plytkami o
wymiarach 1 x k.

167. Uzupelijmy tréjkaty PKA i PLB do prostokatéw PKAE i PLBF. Oznaczmy
érodki odcinkéw AB i KL odpowiednio przez M i S (rysunek 1).

Uzyjemy rachunku na wektorach:

mzm—ﬁ=%(JF?HFB')-%(Fﬁ+ﬂ)=%(ﬂ+ﬁ)=%(ﬁ+ﬁ);

mozemy wiec obliczyé iloczyn skalarny

5M-KL= 3(PE+PF) - (PL- PR) = 3(PE-PL- PE-PK + PF-PL- PF-PK) =
= ;(PE-PL- PF- PR) = ;(IPE|- |PL| - |PF| - |PK|)cos,

gdzie ¢ = [LKPF| = |{LPE| ( =90° + |(BCA| ). Z warunkéw zadania wynika, ze

|PK| |PK| |PL| |PL|
—— = —— = tg|LCAP| = tg|.CBP| = =—— = ——.
|PE|  |KA| |LB|  |PF|

Zatem SM - KL = 0, co oznacza, Ze prosta SM jest symetralna odcinka K L.

168. Zaléimy, ie pokrycie takie jest wykonalne. Oczywidcie k < n. Niechgi r

_beda ilorazem i reszta z dzielenia n przez k. Oznaczmy kropka wszystkie pola

jednej z dwéch przekatnych szachownicy oraz wszystkie pola na liniach ukoénych,
réwnoleglych do tej przekatnej i odleglych od niej o k, 2k, 3k, ... pél (rysunek 2
ilustruje przypadek: n = 10, k = 3 ). Laczna liczba wyréinionych pél wynosi
n+2((n—k)+(n—2k)+...+(n—qgk)) =(2¢+1)n—2k(1 +2+...+4q) =
= (2¢ + 1)(gk +r) — kq(qg + 1) = k¢® + (2¢ + 1)r.

Kazda plytka zakrywa dokladnie jedno z wyréinionych pél. Znaleziona liczba powinna
by¢ zatem réwna 1/k wszystkich pél szachownicy, cayli

n? _ (gk+r1)?

k- .k

Przyréwnujac otrzymane liczby stwierdzamy, ze r = r? /k. A poniewai
r € {0,1,...,k — 1}, wnosimy stad, ze r = 0. To znaczy, e k musi byé dzielnikiem n.

2 o
= kq* + 2qr + T

Na odwrét, jeéli k dzieli n, to potrafimy bez trudu pokryé szachownice n x n
prostokatami 1 x k. Podzielnoéé n przez k jest wiec poszukiwany_m warunkiem.
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Redaguje dr Andrzeyj NADOLNY
Rozwiazania zadani z fizyki z numeru 3/1988

Przypominamy tredé zadan:

66. Okredli¢, przy jakim stosunku drednic D/d moina za pomoca poziomej sity F,
przylotonej do korica linki owinietej wokdél walca, przetocayd go przez mniejszy walec. Podad
wartodé sity, gdy wspdlceynniki tarcia walcdw o siebie i podloie wynosza [ (ry=.1).

66. Oszacowa’ minimalny promienl planety. dla ktdérego moiliwe jest utraymanie sig
atmosfery 2 azotu i tlenu. Prayjad frednia gestodé planety p=5- 10° ks;fma. temperature
powierzchni T = 300 K. Czy byloby moiliwe utrzymanie atmosfery na Ksigayeu?

65. Przetoczenie walca bedzie mozliwe, o ile w pozycji z rysunku 2, niezaleznie
od wartodci kata o, nie bedzie poélizgu ani miedzy walcami, ani w miejscu styku
z podlozem. Miedzy silami tarcia F; 1 Fa a sitami docisku N; i N3 zachodza
nieréwnosci
(1) Fi < [N,
(2) F3 < fN:.
(Przedstawione na rysunku sily F; i N; dzialaja na walec duiy, natomiast —F;
i —N; na walec maly.) W réwnowadze znikaja momenty sit dzialajacych na kaidy
z walcéw, a wiec F = F; = Fa, a takze skladowe wypadkowe dzialajacych sit -
przyréwnujac do zera sume skladowych poziomych sit dzialajacych na maly walec
mamy:

Nysine — Ficosa— Fa =0.
Stad iz (1) wynika

(3)

Sprawdimy warunki speinienia nieréwnoédci (2). Mamy Nz = (M + m)g; a ze
znikania wypadkowego momentu sit dzialajacych na duzy walec wzgledem punktu S
otrzymujemy FR(1 + cosa) — MgRsina = 0, skad F = Mgsina/(1 + cosa) ]

i ostatecznie Fz < fNam/(M + m). Przy spelionym warunku (3) nieréwnoéé (2) jest
wigc zawsze spelniona. Prawa strona nieréwnoéci (3) osiaga maksimum dla o = @max
odpowiadajacego sytuacji wyjdciowej (rys.1). Dla polozenia startowego zachodai

F> sin o
— 1+4cosa’

R - .
™Y T R+r D+d
i ostatecznie poszukiwany warunek ma postaé:
D 1
=5 L,
d = if2

Sita potrzebna do przetoczenia walca (podstawiamy warto§é odpowiadajaca dmas) jest

réwna F = Mgy/D/d.

86. Jedli atmosfera ma sie utrzymaé, to predkosei ruchu cieplnego czasteczek gazu
powinny byé mniejsze od predkodci ucieczki z powierzchni planety (drugiej predkosci
kosmicznej). Do oszacowania predkosdci ruchu cieplnego skorzystamy ze zwiazku
gredniego kwadratu predkosci v2 czasteczki o masie m z temperatura T

mv? 3

EN
gdzie k — stata Boltzmanna. Stad mamy v? = 3kT/m = 3RT'/u (R - stala gazowa,
4 — masa czasteczkowa). Predkodé ucieczki wynosi

vy =/2GM/r

(G — stata grawitacji, M — masa, r — promiei planety). Z warunku vZ < o2 mamy

3RT /p < 2GM/r i ostatecznie
/| 9RT
> ——Ser,u'

Po podstawieniu wartosci liczbowych: R= 8,31 - 10° J/(kmol K),

G=6,67-107'" N m?/kg?, p = 28 kg/kmol (wartosé dla N, dla cieiszych czastek
Oz promieri jest mniejszy) otrzymujemy r >310 km. Promiefi Ksieivca — 1740 km
~ jest wiekszy od promienia krytycznego (jego érednia gestoéé — 3,34-10° kg/m?

i maksymalna temperatura — 400 K, co daje promiefi krytyczny 440 km).
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