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Roswiasanie sadania M 518.
Zalbimy, te a i b sa, wzglednie
]:ucnu:.e Jefli ¢ + & =k, to

a? + b? = abk, cayli b’ = a(bk — a).
Znaczy to, ie b? jest podzielne

przes a. Jest to moiliwe tylko dla
a=+1. Podobnie b= %1, Tak wiec
wiéréd par licsb wiaglednie pierwszych
rozwiazaniami sa tylko (£1,%1).

Ogélnie: licsba § + ﬁ- jest calkowita
tylko dla a = +b.

Co to sa zbiory rozmyte

Doc. dr Tadeusz GERSTENKORN, mgr Jacek MANKO

W roku 1871 ukazala sie praca Georga Cantora inicjujaca badania nad pojeciem
zbioru. Niewiele 0séb wrézylo wéwczas temu pojeciu tak wielka przysztodé, jaka stala
sig jego udzialem. Pojecie zbioru jest dzié podstawowym pojeciem matematyki.

Niech X oznacza pewnga zbiorowosé (mnogosé) najrézniejszych przedmiotéw. Zbiér

(w znaczeniu zwyklym — klasycznym, cantorowskim) rozumiany jest wtedy jako zespét
Z tych przedmiotéw z X, ktére wyréznia jakas wspdlna wlasnoéé. Zatem przedmiof
nalezy do pewnego zbioru, gdy ma okresdlona wiasnoéé, nie nalezy do niego, gdy

tej wiasnodci nie ma. Przy takim ujeciu zaklada sie milczaco, ze dany konkretny
przedmiot moze pewna wiasnoéé mieé lub jej nie mieé, czyli moze do zbioru naleied
lub nie. Innej mozliwodci nie ma. Przykladem moze byé zbiér A liczb catkowitych
wigkszych od —3 i mniejszych od 4

A={ze€C: -3<z<4)}={-2-1,01,23},
gdzie C oznacza zbiér wszystkich liczb catkowitych (rys.1).

Nie jest to jedyny sposéb przedstawienia zbioru. Zbiér mozna réwniez dobrze okreslié
podajac jego funkcje charakterystyczna.

Funkcja charakterystyczna zbioru Z € X nazywamy funkcje x5 : X — {0,1}
okreélona, wzorem

1, gdy z € 2,
(1 YO e

Zbiér Z mozna wtedy przedstawié w postaci zbioru par
(2) Z = {(z,x4(2))}-
Wspomniany zbiér A wygladatby nastepujaco
A= { sy (“4’0]; (_3:0}: (_2; l); (_l-: 1): (0, 1): (1> 1}! (2; l]! {3: 1)! (4)0]1 (5‘ 0)! e } *

Wykres funkcji x, przedstawia rysunek 2.

Zycie codsienne dostarcza nam jednak przyktadéw, gdzie podobna interpretacja, tzn.
doktadne wskazanie elementéw przynaleznych do zbioru (czyli majacych okreslona
wiasnoéé), nastrecza duze trudnosci.

Dla przyktadu wefZmy ,wysokiego mezczyzne”. Czy wysoki mezczyzna to ten,

ktéry ma co najmniej 180 cm, czy 185 cm, czy tei dopiero 193 cm wzrostu? Widac
wyraznie, Ze nie mozna tu w Zaden sposéb przeprowadzi¢ naturalnej i sensownej
granicy miedzy ,meiczyzna wysokim” a tym, ktéry nim nie jest. Stwierdzenie,

ie np. wysocy sa tylko ci, ktérzy maja powyzej 185 cm wzrostu, jest tu, oczywiscie,”
sztuczne. Bo co zrobié z meiczyzna, kiéry ma 184 cm wzrostu? On jest przeciez tei
»wWysoki”, podobnie jak i ten, kiéry ma 183 cm wzrostu.

Analogicznie przedstawia sig sprawa z pojeciem ,dysy”. O czlowieku, ktéry nie ma ani
jednego wlosa na glowie, z pewnosdcia powiemy, Ze jest lysy; ale co zrobié z tym, ktéry
ma pewna, iloéé wloséw na glowie, choé nie za bardzo zaznaczona?

Podobnie, jak okreéli¢ cene za 100 kg ziemniakéw, oferowanych' w réznych punktach
sprzedazy. Czy cena 2500 zt jest ,wysoka”, czy nie? Jak wyglada ,,wysokoéc” tej ceny
dla 2800 zi, 3000 zt czy tez 3200 zi?

W celu unikniecia takich niedcistodci L. A. Zadeh wprowadzit w 1965 roku pojecie
zbioru rozmytego (ang. fuzzy set). Analogicznie do zaleznodci (1) i (2) zbiér rozmyty Z
okredlony w obszarze rozwazafi X mozna przedstawié jako zbiér par

3) Z = {(z,n4(2)) },

gdzie p, : X — [0,1] jest tzw. funkcja przynaleinoéci, ktéra kazdemu elementowi
z € X przyporzadkowuje stopiefi przynaleznodci do danego zbioru rozmytego: od
nieprzynaleznodci (u,(z) = 0) poprzez przynaleinosé czedciowa (0 < p,y(z) < 1), do
catkowitej przynaleznodci (i ,(z) = 1).
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Poniiszy, uprosszczony bardzo przyklad
pozwoli zapoznad Czytelnika #
pewnym zastosowaniem pojecia
rozmytodci w wybranym problemie
ekonomicznym.

Przyjmijmy, #e na pewnym terytorium
gnajduja sie dwa zakiady produkcyjne
A i B produkujace ten sam wyréb
przy réinym koszcie jednostkowym.
Ceny tego wyrobu sa wiec réwne:

ks i kp. Moie si¢ zdarzyé, ie ceny

te nie sa stale i nie kaida cena jest
moiliwa do prazyjecia. Ceny zbyt
wysokie moga wywolad niezadowolenie,
a ceny zbyt niskie moga spowodowad
upadlodé zakladu. Ceny ki i kg
mozna wéwczas potraktowad jako
rozmyte okredlajac funkcje mozliwodci
(przynaleinodci) wprowadzenia réznych
cen wyrobéw obu zakladéw (powolujac
np. grupe ekspertéw proponujacych
réine ceny). Powiedzmy, fe w
zakladzie A rozwaiano catery warianty
cen, a w zakladzie B trzy warianty,
przy czym kaida z proponowanych

cen ma odpowiedni stopieri realnodci
funkcjonowania na rynku. Pokazuja to
tabele:

k £ 2 3 4
walk) | 05 07 | 1 | 02
k 1 2 3
pelk) 0,5 1 0,3

Z tych tabel wida¢, ie najbardziej
realna cena dla zakladu A to cena
nr 3, a dla zakladu B cena nr 2.

Majac funkcje przynaleinodci cen dla
obu zakladdw moina zainteresowad
sie problemem ustalenia zbiorowodci
nabywcéw wyrobéw rozwaianych
zakiadéw (przy zalofeniu, Ze sa
sprzedawane tylko w miejscowodci A

i odpowiednio B). Stawiamy zadanie
znalezienia granicy rozdzielajacej
klientéw kupujacych w miejscowodci A
od klientéw kupujacych w miejscowodci
B. Prezyjmujemy dofé naturalne
raloienia, Ze cena p przejazdu jednego
kilometra jest stala oraz ze klient
chee placié jak najmniej. Niech

C bedzie miejscem samieszkania
pewnego klienta. Odleglodé C od

A i B jest odpowiednio dca i deps-
Wtedy dla klienta zlokalizowanego

w punkcie € koszt zakupu wyrobu

z zakladu A wynosi dea -p+ ka
jednostek platniczych, a z zakladu B
wynosi dep - p+ kp jednostek.
Szuakana granice stanowi wtedy zbiér
punktédw speliajacych réwnanie:

doa -p+ka =decp-p+kp. Wielkodei
dca i dep (a wige i potencjalny
klient) beda, zmienne w zaleinodeci od
preyjetych cen ks i kp.

Dla ilustracji zalézmy, #e funkcja przynaleinoéci zbioru rozmytego F
przedstawiajacego ,wysokiego meiczyzne” wyglada tak, jak na rysunku 3. Moina
ja interpretowad nastepujaco: meiczyzny ponizej 160 cm nie uznajemy na pewno za
‘wysokiego, mesczyzne powyiej 185 cm na pewno uznajemy za wysokiego, a meiczyzng .
o wazroécie od 160 cm do 185 c¢cm uznajemy za wysokiego w pewnym stopniu (170 cm -
wysoki w stopnin 1/2), przy czym tym bardziej, im bliZsze 1 s3 wartodci funkcji pp.

A oto inne przyklady zbioréw rozmytych.

Niech X = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Rozmyty zbiér ,kilka” w przestrzeni X moina
okreélié jako

Jkilka”= {(1,0),(2,1),(3,2),(4,2).(51),(6,2), (7, ;) ,(8,1),(9,0),(10,0)}.

Oznaczmy przez d zbiér bulek pieczonych dzisiaj, przez w — zbiér bulek pieczonych
wezoraj, przez p — przedwczoraj. Uméwmy sie, Ze wartodé funkcji przynaleznosci
dana bedzie réwnodciami: p(d) = 1, p(w) = 0,5, g(p) =0,1. Otrzymujemy zbiér
rozmyty, ktéry mozna traktowaé jako matematyczne ujecie terminu ,éwieze butki”:
bukki pieczone przedwczoraj s3 ,Swieze” w stopniu 0,1, butki wczorajsze sa ,Swieie”
w stopniu 0,5, a dzisiejsze s rzeczywiscie ,dwiese” (w stopniu 1).

Zauwaimy, ie zwykly zbiér mozna traktowaé jako zbiér rozmyty, a jego funkcja
przynaleznodci jest funkcja charakterystyczna.

Na zbiorach rozmytych mozna wykonywad dziatania podobnie jak na zbiorach
zwyklych. Pokaiemy, jak to moZna czynié, wskazujac jednoczeénie na pewne réinice.

Zaléimy, ze w pewnym zbiorze rozwazain X mamy dwa zbiory rozmyte A i B
o funkcjach przynaleznoéci odpowiednio p, i pg.

Zbiory te sa réwne, gdy dla dowolnego z jest u,(z) = pg(z). Méwimy zaé, e zbior A
jest zawarty w zbiorze B, gdy u,(z) < pg(z) dla kaidego z € X. Aby okreslic sume
(A U B), czesé wspbing (AN B) i uzupekienie (A'), wystarczy podaé wartosci ich
funkeji przynaleznoéci dla z € X:

F’Aua(z) = ma,x{yA(Z),ﬂB(:l:)},

B anp(2) = min{u,(2), ug(z)},

par(z) =1— py(z).

Powyiej okreslone dziatania sa uogélnieniem dziakani na zwyklych zbiorach i maja
wiele wiasnoéci tych dzialan.

AUB=BUA — przemiennoéé
Au(BucC)=(AuB)UuC - Iacznosé
ANB=BnNA — przemiennoéé
An(BnC)=(AnB)nC — hacznodé
AN(BOG) = (AnB)U(AnG)) - rosdaielnok
(AY=A - inwolucja

(AuB) =A' n‘B’} X
(AN B)' = A'UB' prawa de Morgana
Nie maja jednak wszystkich wlasnodci. Np. nie s3 spelnione warunki AU A'=X,
ANA =0 (us(z) =01i py(z) =1). Moina to tatwo sprawdzi¢ na przykladzie zbioru
ykilka”,

Przedstawione tutaj pojecie zbioru rozmytego, zilustrowane kilkoma przyktadami,
znajduje szczegblnie szerokie zastosowanie w naukach ,miekkich”, takich jak
medycyna, ekonomia, psychologia. Wystepujace w nich okreslenia: zdrowy czlowiek,
maly popyt, duza wydajnoéé, dobry pracownik, wysoka cena itp., czesto prowadza, jak
widzielismy, do wieloznacznoéci i nieporozumien, gdyz zawieraja zbyt dugo ,rozmycia”.

Metody teorii zbioréw rozmytych bywaja przedmiotem wielu dyskusji i znajduja,
obecnie coraz wigksze zastosowanie we wspomnianych wyzej naukach, a takze

w technice (np. teoria systeméw i sterowania). Okazuje sie bowiem, Ze problem
yrozmycia® mozna badaé écistymi metodami matematycznymi, a pewien sceptycyzm
oraz nieufnoéé w efekty tej nowej teorii wynikaja zwykle z jej nieznajomosci.
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