Ulamki laricuchowe

Najprostaze rozwiniecie w ulamek

laficuchowy ma liczba L8228
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Oznaczmy po = a0, go = 1,
P1=agay + 1, g1 = a; oraz

Pn = @nPn-1 + Pan-1,

gn = @ndn-1 +qn-2 dla n=2,3,...
Wtedy Rn = %:, przy czym ulamek
ten jest nieskracalny.

i% ciag licsb w nawiasie, poza pierwsza
i ostatnia, jest symetryczny, a
ostatnia to podwojona pierwsza —

tak jest zawsze, gdy d jest liczba
wymierna wieksza od 1, ktéra nie jest
kwadratem liczby wymiernej.

Jako curiosum powiemy jeszcze, ze, wychodzge z rozwinigcia liczby 991, moznaby
zapomocg niezbyt dlugich rachunkdw obliczyé, {2 najmniejszym rozwigzaniem w liczbach
naturalnych, réwnania
u? —9910% =1

jest

u = 379516400906811930638014896080, v = 12055735790331350447442538767.
Mamy tu pouczajgey przykiad, jak moze myli¢ indukcya, oparta jedynie na doswiadczeniu.
Podstawiajge za v wartosci kolejne 1,2,3,..., a2 do 10%%, nie olrzymujemy rozwigzania
réwnania u? — 991v2 = 1, a jednak wnioskowanie stqd, ze réwnanie to nie jest
rozwiqzalne w liczbach naturalnych byloby bledne. Powyiszy cytat pochodzi z ksiazki
Waclawa Sierpifiskiego ,, Teorja liczb” (Warszawa 1925). Opowiemy dalej, o jakim
rozwinieciu liczby 1/991 méwi profesor Sierpifski. Chodzi tu o ulamki laficuchowe.

Kazdg liczbe niewymierna z mozna zapisaé jako ulamek laricuchowy
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gdzie ao jest liczba calkowita i ay,a2, ... sg uczbami naturalnymi. Zapis powyzszy
oznacza, Ze z jest granica ciggu tzw. reduktéw R,, gdsie
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(Liczby wymierne daja, sie zapisaé jako skoriczone ulamki laficuchowe.) W dalszym
ciagu bedziemy dla oszczednosci miejsca zapisywad réwnoécl podobne do powyzszych
jako

R, = (@0;@1,...,0Gn).

Latwo podaé wzér rekurencyjny na ciag (a,). Oznaczmy zo = 2, ao = [2q]
([#] czedé calkowita liczby t), wtedy

z-= (Go;@1;.+1);

Tntl = 3 3
ZTn — Gn
W przypadku gdy z jest pierwiastkiem (niewymiernym) réwnania kwadratowego
o wapblczynnikach caltkowitych, ciag (a.) jest (poczynajac od pewnego miejsca)
okresowy. Zapisujemy to jako z = (ao;@1,...,8p,8p11,---,8p+s) (gdy liczby
Gpi1,---;8p4s Powtarzajg si¢). Gdy niewymierna liczba z > 1 jest pierwiastkiem z
liczgby wymiernej, zapis staje sie jeszcze prostszy z = (ao;@i1,...,0s)

Bat1 = [Tata]-

Okazuje sie, Ze znajomosé rozwinigcia w ulamek laficuchowy liczby Vi (d - liczba
naturalna nie bedaca kwadratem) pozwala znaleZé rozwiazania naturalne réwnania

u? — dv® = 1. Jesli V/d = (ao;@1,..-;8,), to dla s parzystego wystarczy zapisaé
redukty R,—1, R2s—1, Rss—1,...jako ulamki nieskracalne %:‘, %:, -'_5:-,.. .Pary (ui,v:) s3
szukanymi rozwigzaniami. Dla s nieparzystego rozwiazaniami sg liczniki i mianowniki
redukidéw RZ-—}.; R‘-l—h Rs.._l,. .

A teraz przepis na znalezienie ciagu (a,) (dla liczby v/d). Okreslamy

h={‘\/ﬁ], 8021\, fuio
i nastepnie
d— fa

ep=—

En—1

Ap—-1 = [M:I 3 fn:an—len—l_fnv-l.:

o
Uklad ciagéw (en, fn) jest okresowy, a wiec ciag (an) tei jest okresowy. Wystarczy
znaleié takie s, Ze e,41 = €1, fat1 = f1. Wtedy Vi = (@0;@1,---,82)-
Gdy za d weimiemy liczbg 991, to ,zapomocg niezbyt dlugich rachunkéw”
otrzymujemy
V991 = (31;2,12,10,2,2,2,1,1,2,6,1,1,1,1,3,1,8,4,1,2,1,2,3,1, 4,1, 20,6,
1,31,4,6,20,1,4,1,3,2,1,2,1,4,8,1,3,1,1,1,1,6,2, 1,1, 2,2, 2, 10,12, 2, 62).
Opracowal dr Jerzy RYLL
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