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Problem, ktéremu chcemy poswiecié nieco uwagi, bedzie scisle zwigzany z
konstrukcjami, aczkolwiek nie przeprowadzimy tu fadnych konstrukcji. Zajmiemy sig
pewnym niebezpieczenstwem, czyhajacym na kaidego prébujacego coé skonstruowad —
niebezpieczenistwem, ktérego bardzo czesto nie jesteSmy swiadomi. Ryzyko, o ktérym
mowa, najlepiej ukaie czesto cytowany przyklad.

Postawmy zadanie: skonstruowaé za pomocq cyrkla t linijki taki tréjkqt réwnoramienny
o ramieniu dlugodci a, Ze dlugosé odcinka dwusiecznej poprowadzonej z kqta przy
podstawie do ramienia réwna jest d. Zakladamy przy tym, Ze liczby a i d sa tak
dobrane, by poszukiwany tréjkat istnial.

Zadanie wyglada na standardowe i wielu od razu podjeloby préby konstrukeji.

W pewnych sytuacjach nie doprowadzilyby one jednak do sukcesu. Dlaczego? Okazuje
si¢ mianowicie, Ze konstrukcja jest niewykonalna. Argument, Ze nikomu nie udalo sig
jej przeprowadzié, nie jest dobrym uzasadnieniem. Niewykonalnoéé konstrukcji naleiy
precyzyjnie udowodnié. I to jest powainym problemem. No bo jak to zrobié?

Z pomoca przychodzi zaawansowana algebra. Zadanie konstrukcyjne mozemy
rozwiazywaé nie tylko geometrycznie (za pomoca pomystéw i sztuczek). Mozna to
zrobié takze metodami algebraicznymi, sprowadzajac problem konkretnej konstrukeji
do rozwigzania odpowiedniego réwnania. Jeéli pierwiastki tego réwnania dadza sie
skonstruowaé (tzn. mozemy zbudowaé za pomoca cyrkla i linijki odcinki o dlugosciach
réwnych pierwiastkom), to i z figura sobie poradzimy. A o tym, ktére liczby moZna

W opisany powyszej sposdb otrzymaé, dokladnie wiadomo, zatem po ewentualnym
rozwiazaniu réwnania wynik jest natychmiastowy.

W przypadku naszego zadania wykorzystamy nastepujace kryterium:

Pierwiastki réwnania trzeciego stopnia o wspdlczynnikach calkowstych sq konstruowalne
za pomocq cyrkla i linijki wiedy i tylko wiedy, gdy réwnanie to ma przynajmniej jeden
pierwiastek wymierny.

Dowéd tego kryterium jest trudny. Wymaga zastosowania matematyki niezwykle
zaawansowanej. Mowa o teorii pierwiastnikowych rozszerzen cial, a konkretnie o tak
gwanym twierdzeniu Wantzela.

Wypadaloby tu zapewne poswiecié tej teorii kilka zdaf. Niestety, ,wytoczona armata”
jest na to zbyt wielka i ciezka.

Majac juz do dyspozycji owo poteine narzedzie, przejdémy do rozstrzygnigcia
wyjéciowego problemu. Zaznaczmy, e wykorzystywane twierdzenie zostalo
wypowiedziane calkowicie elementarnie.

Przedstawmy najpierw pewien wzér pozwalajacy wyrazi¢ dlugoéé odcinka dwusiecznej -
za pomocy dlugodci bokéw tréjkata
(b = c)2 = 62

(b+c)2 '’
gdzie a, b, ¢, sa dlugosdciami bokéw tréjkata, d dlugodcia odcinka dwusiecznej
poprowadzonej do boku a. Wzér ten na ogél nie jest podawany w szkole, jest jednak
prosty do wykazania.

d* = be

Rozwaimy nasz problem przy konkretnie ustalonych liczbach: a = d = 1, tréjkat jest
réwnoramienny, wiec @ = b, ¢ jest dlugodcia podstawy. Czytelnik zechce sprawdzié,
ge przy tych zalogeniach szukany tréjkat istnieje. Nasz wzér przyjmuje postaé
Zolet1)? -1
(c+1)2
¢® +¢% —2¢ — 1 =0. Znane jest proste twierdzenie méwiace o tym, ie gdy liczba

. Po glementarnych przeksztalceniach dostajemy réwnanie

wymierna % (przedstawiona w postaci ulamka nieskracalnego) jest pierwiastkiem
wielomianu o wspélczynnikach calkowitych, to m musi byé dzielnikiem wyrazn
wolnego, a n dzielnikiem wspélczynnika przy najwyizszej potedze. W naszym zatem
przypadku ewentualnymi wymiernymi pierwiastkami réwnania moglyby by¢ tylko 1
lub —1. Zadne z nich réwnania jednak nie spelnia. Oznacza to, ze konstrukcja, od
ktérej wystartowaliémy, jest niewykonalna.

Owoce po’,einej i zawilej teorii dopomogly nam w rozwiazaniu problemu, wydawaloby
sie, supelnie elementarnego. Nasza radosé maci jednak pytanie: czy musieliSmy z tej
pomocy korzystaé?

Brzmi to moze nieprawdopodobnie, ale zastosowana metoda jest jedyng obecnie
znana.
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