
Ta czegc cieczy, kt6ra byla nad
otworem, podniesie sie, a ciecz pod
otworem przesunie sie ~ d6l. Z
warunku r6wnolfci cilfnien w lewej
i prawej czelfci wynika, ze ponizej
otworu ciecz bedzie rozlozona
jednakowo w obu dolnych czelfciach.
W lewej i prawej czegci znajdzie
sie slup drugiej cieczy o wysokolfci
ho/2. W ten spos6b poziom cieczy w
prawej czelfci zmieni sie o wielkolfcx
r6wna zmianie poziomu w lewej czelfci.
Oznaczmy przezh wysokolfc poziomu
cieczy do momentu rozpoczecia
przeciekania w prawej czelfci powyZej
otworu, a przezH wysokoll'c poziomu
w lewej czelfci. Z warunku r6wnoll'ci
cill'nien na dole (h + hO)P2 = HPI i z
warunku r6wnolfci cill'nien na poziomie
otworu po zakonczeniu przeciekania:
hP2 + XPI = (H - ho - X)PI wynika, ze

x=;a-(~-l).

Twierdzenie ergodyczne

Proponuje Czytelnikowi zastanowic sie nad ciagiem pierwszych cyfr zapisu dziesietnego
liczby 3n. Niechaj zatem n-ty wy,raz tego ciagu oznaczony przez Cn równy bedzie
pierwszej cyfrze liczby 3n. Wypiszmy kilka poczatkowych poteg trójki: 1, 3, 9,
27, 81, 243, '129, 2187, 6561, 19683, itd. 'Jakie reguly rzadza naszym ciagiem? Z
pewnoscia pewne prawidlowosci istnieja, np. po1nigdy nie nastapi cyfra wyzsza od
5, po 4 lub 5 zawsze nastapi1 itp. Cóz jednak odpowiedziec, gdy ktos zaproponuje
taka gre:

Podajesz liczbek spomiedzy 10000 a 100 000. Wówczas oblicza on na szybkim
komputerze wyrazy ciagu (cn) az doCk wlacznie. Zlr kazda 3 placisz mu symboliczna
stawke 1zl, za kazde 7 lub 9 on placi Tobie tyle samo .

. Po dlugim i chyba daremnym namysle nad ta propozycja blysnac moze mysl
nastepujaca: moze wartosci ciagu (cn) wystepuja tak mniej wiecej"losowo, na chybil
trafil? W koncu dziesiatka, beClaca podstawa systemu pisania liczb, nie ma wiele
wspólnego z trójka, której potegi bierzemy pod uwage. Przy duzej liczbie takich prób
losowych, a 100 tysiecy wyglada na takowa, srednia czestosc wystepowania kazdej z
cyfr powinna dazyc do prawdopodobienstwa jej wylosowania, tj. do ~. Zatem 7, 9 i
3 powinny wszystkie wystepowac z ta sama czestoscia, zatem oplaca sie grac. Zreszta
nasza próbka dla paru pierwszych wyrazów ciagu potwierdza te prawidlowosc.

Oczywiscie nie podejmuje sie obrony tego rozumowania przed Czytelnikiem choc
troche zaznajomionym z rachunkiem prawdopodobienstwa, postaram sie jednak w
dalszym ciagu wykazac, ze jakies jadro racjonalne w rlim jest.

Zanim jednak zabierzemy sie do rozwiazywania naszego problemu, postaramy sie go
nieco przeformulowac. Rozpatrzmy ciagQ wyrazach an= n log10 3 wraz z ciagiem (un)
czesci ulamkowych liczban •. Zauwazmy, ze znajomosc samej tylko liczby Un pozwala
wyznaczyc Cn. Istotnie,3n= 10••••- ••••·10 ••••, przy czym pierwszy czynnik, bedacy
naturalna potega dziesiatki, nie ma wplyw~ na cyfry rozwiniecia 3n. Wnioskujemy
sta,d, ze Cn jest równe pewnemul spomiedzy 1 a 9 wtedy i tylko wtedy, gdy Un
zawiera sie w przedziale [loglo" log10(l + 1)). Wyobrazmy sobie dalej okragS
o obwodzie 1z ustalonym punktemPO. Punkt Pn wybieramy tak, aby dodatnio
zorientowany luk (PO,Pn) mial dlugosc Un. Zauwazmy, ze Pi powstajeZ Pi-l przez
obrót o kat skierowany271" logio 3. Poniewaz polozenie pn na okreguS wyznacza
Un, wyznacza tez Cn. Zdarzeniu polegajacemu na tym, ze pewien Cnjest równy"

odpowiada luk naS o dlugosci IOglO(l+ t).
Nie przypadkiem uzylem w poprzednim zdaniu ,slowa zdarzenie. Spróbujmy
spojrzec naS jako na przestrzen zdarzen elementarnych. Rózni sie ona pod jednym
istotnym wzgledem od przestrzeni rozpatrywanych w elementarnym kursie rachunku
prawdopodobienstwa'- jest nieskonczona. W takich sytuacjach zwykle nie ma
sensu zadawanie rozkladu prawdopodobienstwa przez podanie prawdopodobienstw

wszystkich zdarzen elementarnych, gdyz te z reguly sa, równe,O. My rozpatrzymy naS
rozklad prawQopodobienstwa intuicyjnie okreslany jako jednostajny, który mozna przy
tym scharakteryzowac przez warunek, ze prawdopodobienstwo tego, ze punkt nalezy
do luku jest równe dlugosci tego luku. Hipoteze, która, calkiem mgliscie postawilem
na pocza,tku artykulu, chcialoby sie teraz sformulowac tak: dla dowolnego punktu
nalezacego doS czestosc wpadania jego obrazów przy obrocie o ka,t271" loglo 3 do
zbioru (zdarzenia) A dazy do prawdopodobienstwaA, gdy liczba rozpatrywanych
obrazów dazy do nieskonczonosci ..

Ro.wi".anie .adania F:346. Ciecz
bedzie wyciekoc przez otw6r z lewej
czesci powodujac "rozerwanie" slupa
cieczy w drugiej czegci.
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ZMARL KLAUS FUCHS

Nazwisko Klausa Fuchsa wiaze si~ z historia
fizyki jadrowej i budowa bomby atomoweJ w
Los Alamos (USA) w czasie drugiej wojny
swiatowej. Fuchs byl synem niemieckiego
pastora luteranskiego, czlonkiem
Komunistycznej Partii Niemiec i jednym
znajzdolniejszych uczni6w Maxa Borna. Idac
sladami swojego mistrza, kt6ry opu~cil
hitlerowskie Niemcy, Fuchs zbiegl w 1933
roku do Anglii. Pracowal tam z Nevill Mottem
w Bnstolu, nast~pnie z_Maxem Bornem w
Edynburgu i w koncu w 1941 roku trafil do
zespolu kierowanego w Birmingham przez
kolejnego uciekiniera Rudolfa Peierlsa z
Berlina. Zespol ten zajmowal si~ problemami
rozszczepienia jadra atomowego i w 1941 roku
prowadzil obliczenia dotyczace ilosci uranu 235
potrzebnego do wywolania eksplozji atomowej,
wspolpracujac poczatkowo nieformalnie, a
poZniej JUz sci~le z uczonymi znajdujacymi
si~ w Stanach Zjednoczonych. Od konca 1943
roku Fuchs przebywal juZ w USA, a w
okresie od sierpnia 1944 roku do czerwca 1945
roku w samym centrum amerykanskich
badatl atomowych - Los Alamos, pracUjac
nad bomba plutonowa, zrzucona potniej na
Nagasaki. Po wojnie objal on kierownictwo
oddzialu fizyki teoretycznej w Harwell
(Anglia). Po kilku latach Amerykanie
odszyfrowali depesz~, wyslana w 1944 roku z
Nowego Jorku do Moskwy, dotyczaca badan
jadrowych i jednoznacznie wskazujaca Fuchsa
jako Zrodlo informacji. W mi~dzyczasie sam
Fuchs w rozmowach z agentem kontrWywiadu
brytyjskiego opowiedzial, iz od poczatk6w 1942
roku do wiosny 1949 roku przekazywal do
ZSRR wszystkie dost~pne mu tajemnice
atomowe. ·Ostatecznie 27 stycznia 1950 roku
zostal on aresztowany i nast~pnie skazany na
14 lat wi~zlenia. W 1959 roku zostal
zwolniony za dobre sprawowanie i wyjechal
do NRD. Byl tam inicjatorem programu
wykorzystania energii jadrowej, szefem
o~rodka badan atomowych w poblizu Dreznai
czlonkiem KC NSPJ. W 1979 roku przeszedl na
emerytur~, zmarl w styczniu 1988 roku w
wieku 76 lat. Zdaniem P. Grudzinskiego,
historyka zajmujacego si~ dziejami bomby
a tomoweJ:" .dla odkrycia zasadniczego
sekretu, czyli faktu, Ze Stany Zjednoczone
podj~ly szeroko zakrOjone prace nad bomba
atomowa, nie potrzeba bylo informacji
Fuchsa." (Uczeni i barbarzyncy, Polityka
nuklearna Stan6w Zjednoczonych 1939-1945,
PWN Warszawa 1987, s.124). Grudzinski
powoluje si~ przy tym na I. Golowina (biografa
"ojca radzieckiej bomby atomowej"
J. W. Kurczatowa) twierdzacego, ze "w tym
czasie" (tj okolo polowy roku 1942) rzad
radziecki dysponowal informacjami o projekcie
amerykanSkIm Natomiast ostatnio akademik
Andriej Sacharow potwierdzil na lamach
pisma "Moskowskie Nowosti", iz Fuchs
rzeczywiScie przekazal do ZSRR zalozenia
teoretyczne amerykanskiej bomby atomowej,
a co najwazmeJsze - podal w 1942 r., 'Ze
stworzenie takiej bomby jest w og6le mozliwe,
i Ze nad tym si~ pracuje. Z kolei jeden z
tw6rc6w pokazywanego niedawno przez polska
telewizj~ filmu "Ryzyko" - Barszczewskij
oSWiadcryl, Z, obecnie przygotowywuje film o
zyciu i dzialalnoSci Fuchsa. Ponadto w 1987
roku ukazaly si~ dwie ksia'zki: N. Moss "Klaus
fuchs: The Man Who Stole The Atom Bomb"
w Anglii oraz R.C.Williams "Klaus Fuchs,'
Atom Spy' w USA, kt6re zawieraja tekst
zeznan Fuchsa. Tak wi~c, ten niezwykle
interesujacy aspekt historii XX wieku jest
coraz blizszy pelnego wyjaSnienia

Od dawna' wiadomo, ze tak postawiona hipoteza jest falszywa. Niezwykle latwo jest
bowiem podac kontrprzyklad. Niech punktx bedzie dowolnie wybrany naS i niech A
bedzie zbiorem skladajacym sie z ciagu, którego wyrazami sa obrazy punktux przy
iteracjach .obrotu. Jest jasne, ze dla punktux czestosc wpadania jego obrazów wA
jest równa l;ale dla wielu innych punktów, np. lezacych w wymiernej odleglosci odx,
czestosc jest równaO. Dlatego tez zadamy zwykle, aby prawdopodobienstwo tego, ze
punkt x wpadnie kiedys do zbioruA, bylo równe 1, jesli tylko prawdopodobienstwo
P(A) zdarzenia A jest dodatnie. Mówimy wtedy, ze obrót jest ergodyczny wzgledem
prawdopodobienstwa P.
Twierdzenie

Obrót na okregu o kata jest ergodyczny wzgledem jednostajnego rozkladu
prawdopodobienstwa wtedy i tylko wtedy, gdya jest niewspólmiernez 11', tj., gdy 01/11'

nie jest liczba wymierna.

Twierdzenie to niemal od razu pozwoli nam podjac sluszna decyzje w sprawie
przystapienia do ewentualnej gry. Udowodnimy mianowicie nastepujacy

Wniosek

Dla dowolnego punktu x, nalezacego doS oraz luku A, czestosc wpadania obrazówx
pod dzialaniem obrotu o211' loglO 3 dazy do dlugosciA.
Dowód

Sprawdzmy, ze obrót ten jest ergodyczny. Wobec Twierdzenia wystarczy w tym celu
wykazac jedynie, ze liczba loglO 3 jest niewymierna. Gdyby tak nie bylo, zachodzilaby
równosc loglO 3= l? Z pewnymi naturalnymi p i q. Stad wnosilibysmy, ze 3= '1O~, aq

zatem sq = 10", co przeciez zdarzyc sie nie moze, bo lewa strona dzieli sie przez 3, a
prawa nie. Z ergodycznosci wynika nasz wniosek dla zbioru wartoscix miary 1.

Oznaczmy przezfn(x, A) czestosc wizyt punktux w zbiorze A przy n obrotach, tzn.
liczbe ~, gdziek oznacza liczbe tych nieujemnych liczb calkowityc~i < n, dla których
i-ty obraz punktu x nalezy doA. Chcemy wykazac, ze ciagfn(x,A), przy n d~acym
do nieskonczonosci, przy dowolnymx i A bedacym lukiem, jest zbiezny do dlugoSci
luku A (oznaczanej przezdl(A». W tym celu wystarczy wykazac, ze dla dowolnegoe

istnieje takie M, ze dla dowolnegon > M mamy

Ifn(x,A) - dl(A)1 < e.

Wybierzmy luki: B zawarty wA oraz C zawierajacyA tak, by ich konce lezaly w

odleglosci ~ od koncpwA. Wybierzmy dalej punkty y oraz z w odleglosci

od x mniejszej od ~ tak, aby ciagifn(Y, B) i fn(Z, C) byly zbiezne odpowiednio3
do dlugosci lukówB i C. Zwrócmy uwage, ze gdyby np. taki punkty nie istnial, to
zdarzenie, polegaja~e na tym, ze ciagfn(t, B) nie jest zbiezny do dlugosciB, mialoby

prawdopodobienstwo nie wieksze od 1_2e , wbrew ergodycznosci obrotu. DalejS
zauwazmy"ze jesli i-ty obraz11wpada wB, to i,-ty obraz x wpada wA ,jesli zas i-ty
obraz x wpada wA, to i-ty obraz z .wpada w C. Stad otrzymujemy nierównosc

fn(y,B):::; fn(x,A):::; fn(z,C),

Istnieje zatem takieM, ze jesli n> M, to
e Se

fn(y,B) > dl(B) - - = dl(A) - - = dl (A) - e. S S

e 3e·
fn(y, C) < dl(C) + - = dl(A) + - = dl(A) + e.3 3

Wobec tego

dl(A) - e <fn(y, B) :::; fn(x, A) :::; fn(Z, C) < dl(A) + e.
Zatem

Ifn(x, A) - dl(A)1 < e.
c.n.d.

W ten sposób mamy juz odpowiedz na pytanie postawione na wstepie. Czestos,C
wystepowania cyfry 3 w ciagu(en) dazy do loglO(l + l), czestosc wystepowania 7 i
9 do loglO(~)+loglOe90) = IOglO(:~)' Poniewaz l jest wieksze od :~, wbrew wszelkim
pozorom proponowana gra na 7 i9 przynioslaby nam straty.

dr GrzegorzSWIA TEK

5


