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Twierdzenie ergodyczne

Proponuje Czytelnikowi zastanowié sie nad ciagiem pierwsszych cyfr sapisu dziesietnego
liczsby 3". Niechaj zatem n—ty wyraz tego ciggu oznaczony przes ¢, réwny bedzie
pierwszej cyfrze liczby 3". Wypiszmy kilka poczatkowych poteg tréjki: 1, 3, 9,

27, 81, 243, 729, 2187, 6561, 19683, itd. Jakie reguly rzadsza naszym ciagiem? Z
pewnoécia pewne prawidlowodci istniejg, np. po 1 nigdy nie nastapi cyfra wyisza od
5, po 4 lub 5 zawsze nastapi 1 itp. Céz jednak odpowiedzieé, gdy kitoé zaproponuje
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(( M2 . taka gre:
(((( > Podajess liczbe k spomiedzy 10 000 a 100 000. Wéwcsas oblicza on na ssybkim
! ( komputerze wyrazy ciagu (c,) az do cx wiacznie. Za kaida 3 placisz mu symboliczna

)

)

%(( stawke 1 z1, za kaide 7 lub 9 on placi Tobie tyle samo.

" - Po diugim i chyba daremnym namyéle nad t3 propozycja blysnaé moze mysl
nastepujaca: moge wartodci ciagu (c.) wystepuja tak mniej wiecej losowo, na chybit
trafil? W koficu dziesiatka, bedaca podstaws systemu pisania liczb, nie ma wiele
wspélnego z tréjka, ktérej potegi bierzemy pod uwage. Przy duzej liczbie takich préb
losowych, a 100 tysiecy wyglada na takows, érednia czestoéé wystepowania kazdej z

_ﬂ cyfr powinna dagyé do prawdopodobiefistwa jej wylosowania, tj. do 3. Zatem 7, 9 i

3 powinny wszystkie wystepowaé z ta sama czestodcia, zatem oplaca sie graé. Zreszia
Roswiasanie sadania F 346. Ciecz nasza prébka dla paru pierwszych wyrazéw ciagu potwierdza te prawidlowodé.

bedzie wyciekad prazez otwdr z lewej A ; = e
czefci powodujac .rozerwanie” slupa  Oczywiécie nie podejmuje sie obrony tego rozumowania przed Czytelnikiem choé

cieczy w drugiej crefci. troche zaznajomionym 2z rachunkiem prawdopodobiefistwa, postaram si¢ jednak w
dalszym ciagu wykazaé, ie jakieé jadro racjonalne w nim jest.

Zanim jednak zabierzemy sie do rozwiazywania naszego problemu, postaramy sie go
nieco przeformulowaé. Rozpatrzmy ciag o wyrazach a, = nlog,,3 wras z ciagiem (u,)
czefci utamkowych liczb a,. Zauwasmy, Ze znajomoéé samej tylko liczby u, pozwala
wyznacsyé c,. Istotnie, 3" = 10°>~"» . 10", przy csym pierwszy czynnik, bedacy
naturalna potega dziesiatki, nie ma wplywu na cyfry rozwiniecia 3". Wnioskujemy
stad, Ze ¢, jest réwne pewnemu [ spomiedzy 1 a 9 wtedy i tylko wtedy, gdy u.

= ' sawiera si¢ w przedziale [log,,[,log,,(I+ 1)). Wyobragmy sobie dalej okrag S
Ta czedé cieczy, ktéra byla nad o obwodzie 1 z ustalonym punktem po. Punkt p, wybieramy tak, aby dodatnio
otwasem, podaiesly siy, & civcs pod zorientowany huk (po,pn) mial dlugoéé u,. Zauwaimy, Ze p; powstaje z p;—) preez

otworem przesunie sig w dél. Z A . A T 7%
watnky sbwackel idntell w Jow obrét o kat skierowany 27 log,, 3. Poniewai polozenie p. na okregu S wyznacza

-

i prawej czefci wynika, e poniiej tn, Wyznacza tei ¢,. Zdarzeniu polegajacemu na tym, Ze pewien ¢, jest réwny [,
otworu ciecz begdzie rozloiona odpowiada luk na S o diugodci log, (1 + $).

jednakowo w obu dolnych czefciach.

W lewej i prawej czefci znajdzie Nie przypadkiem ugylem w poprzednim zdaniu slowa zdarzenie. Sprébujmy

si¢ slup drugiej cieczy o wysokodei spojrzeé na S jako na przestrzefi zdarzei elementarnych. Réini si¢ ona pod jednym

ho/2. W ten sposéb poriom cieczy w 3 3 ie rachunku
s My Mliealiniid o s S istotnym wszgledem od przestrzeni rozpatrywanych w elementarnym kursie

réwna zmianie poziomu w lewej czedci, Prawdopodobiefistwa - jest nieskoficzona. W takich sytuacjach swykle nie ma
Ownaczmy przes h wysokoéé poziomu 8ensu zadawanie rozkladu prawdopodobiefistwa przez podanie prawdopodobiefistw
cieczy do momentu rozpoczecia wszystkich zdarzefi elementarnych, gdyz te z reguly sa réwne 0. My rozpatrsymy na S
priecickania w prawej caeéci powyie]  rogklad prawdopodobiefistwa intuicyjnie okrelany jako jednostajny, ktéry moina przy
ohlmm.' S Paes. & wyvekedd Pomlomt  tym scharakteryzowaé przez warunek, ze prawdopodobiefistwo tego, se punkt nalesy
w lewej cngéci. Z warunku réwnodeci

cifniefi na dole (h + ho)pa = Hpy i » 40 luku jest réwne dlugoséci tego luku. Hipoteze, ktéra calkiem mgliscie postawilem
warunku réwnodci cidnied na poziomie na pocsatku artykulu, cheialoby sie teraz sformulowaé tak: dla dowolnego punkiu
otworu po zakoficzeniu przeciekania:  paleiacego do S czestoéé wpadania jego obrazéw prazy obrocie o kat 27 log,, 3 do
hps + 2py = (B — ho — z)py wynika, de gpio (zdarzenia) A dagy do prawdopodobiefistwa A, gdy liczba rozpatrywanych

=
== (8-1). obrazéw dagy do nieskoriczonosci.
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FI2ZYCZNE NOWINKI

Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL
IMARL KLAUS FUCHS

Nazwisko Klausa Fuchsa wiaze sig z historia
fizyki jadrowe) i budowa bornby atomowe) w
Los Alamos (USA) w czasie drugiej wojny
swiatowe) Fuchs byl synern niemieckiego
pastora luteranskiego, czlonkiermn
Komunistycznej Partii Niemiec i jedniym
z najzdolniejszych uczniéw Maxa Borna.
sladami swojego mistrza, ktory opuscil
hitlerowskie Niemcy, Fuchs zbiegl w 1933
roku do Anglii. Pracowal tam z Nevill Mottern
w Bristolu, nastepnie 2 Maxem Bornem w
Edynburgu i w koncu w 1941 roku trafil de
zespolu kierowanego w Birmingham przez
kolejnego uciekiniera Rudclfa Peierlsa z
Berlina. Zespol ten zajmowal sie problermarni
rozszczepienia jadra atormnowego i w 1941 roku
prowadzil obliczenia dotyczace ilosci uranu 235
potrzebnege do wywolania eksplozji atomowe],
wspolpracujac poczatkowo nieformalnie, a
poznie]j juz scisle z uczonymi znajdujacyrmi
sig¢ w Stanach Zjednoczonych. Od korica 1943
roku Fuchs przebywal juz w USA, a w
okresie od sierpnia 1944 roku do czerwca 1945
roku w samym centrum armerykanskich
badani atomowych - Los Alamos, pracujac
nad bomba plutonowa, zrzucona pdzZniej na
Nagasaki, Po wojnie objal on kierownictwo
oddzialu fizyki teoretyczne) w Harwell

(Anglia). Po kilku latach Amerykanie
odszyfrowali depesze, wyslana w 1944 roku z
Nowego Jorku do Moskwy, dotyezaca badar
Jadrowych i jednoznacznie wskazujaca Fuchsa
Jako zrodlo informacji. W miedzyczasie sam
Fuchs w rozmowach z agentem kontrwywiadu
brytyjskiego opowiedzial, iz od poczatkow 1942
roku do wiosny 1949 roku przekazywal do
Z5RR wszystkie dostepne mu tajernnice
atomowe. -Ostatecznie 27 stycznia 1950 roku
zostal on aresztowany 1 nastepnie skazany na
14 lat wigzerna. W 1959 roku zostal
zwolniony za debre sprawowanie | wy jechal
do NRD. Byl tam inicjatorem programu
wykorzystania energil jadrowej, szefem
ofrodka badan atomowych w poblizu Drezna i
czlonkiern KC NSPJ, W 1979 roku przeszed!l na
emeryture, zmarl w styczniu 1988 roku w
wieku 76 lat Zdaniem P Grudzinskiego,
historyka zajmujacego si¢ dziejami bomby
atomowe): " .dla odkrycia zasadniczego
sekretu, czyli faktu, ze Stany Zjednoczone
podjely szeroko zakrojone prace nad bomba
atornowa, hie potrzeba bylo informacji
Fuchsa." (Uczeni i barbarzyncy, Polityka
nuklearna Stanéw Zjednoczonych 1939-1945,
PWN Warszawa 1987, s 124) Grudzinski
powoluje sig¢ przy tym na | Golowina (biografa
“ojea radzieckie] bormby atomowe]"

I W Kurczatowa) twierdzacego, 2e "w tym
czasie” (tj okelo polowy roku 1942) rzad
radziecki dysponowal informacjami o projekcie
amerykanskim Natomiast ostatnio akademik
Andriej Sacharow petwierdzil na lamach
pisma “Moskowskie Nowosti®, iz Fuchs
rzeczywiscie przekazal do ZSRR zalozenia
teoretyczne amerykanskiej bomby atomowe],
a co najwaznie jsze — podal w 1942 r |, ze
stworzenie takiej bomby jest w ogdle mozliwe,
i ze nad tym si¢ pracuje. Z kolei jeden z
twéreéw pokazywanego niedawno przez polska
telewizje filmu "Ryzyko" - Barszczewski|
oswiadceyl, 2e obecnie przygotowywugje film o
zyciu i dzialalnoscy Fuchsa, Ponadte w 1987
roku ukazaly sie dwie ksiazki: N Moss "Klaus
Fuchs: The Man Who Stole The Atom Bomb"
w Anglii oraz R.C Willams "Klaus Fuchs,
Atomn Spy" w USA, ktére zawieraja tekst
zeznan Fuchsa Tak wiec, ten niezwykle
interesujacy aspekt historii XX wicku jest
coraz blizszy pelnege wyjasnienia

Idac

Od dawna wiadomo, e tak postawiona hipoteza jest falszywa. Niezwykle latwo jest
bowiem podaé kontrprzykiad. Niech punkt z bedszie dowolnie wybrany na S i niech A
bedsie sbiorem skladajacym sie z ciagu, ktérego wyrazami s3 obrazy punktu z prazy
iteracjach obrotu. Jest jasne, ze dla punktu z czestodé wpadania jego obrazéw w A
jest réwna 1, ale dla wielu innych punktéw, np. leiacych w wymiernej odleglosci od =z,
czestodl jest réwna 0. Dlatego tez Zadamy zwykle, aby prawdopodobienstwo tego, ze
punkt z wpadnie kiedyd do zbioru A, bylo réwne 1, jedli tylko prawdopodobiefistwo
P(A) sdarzenia A jest dodatnie. Méwimy wtedy, Ze obrét jest ergodyczny wzgledem
prawdopodobiefistwa P.

Twierdzenie

Obrét na okregu o kat a jest ergodyczny wizgledem jednostajnego rozkladu
prawdopodobiefistwa wtedy i tylko wtedy, gdy a jest niewspélmierne z =, tj. gdy o/w
nie jest liczba wymierna,.

Twierdzenie to niemal od razu pozwoli nam podjaé sluszna decyzje w sprawie
praystapienia do ewentualnej gry. Udowodnimy mianowicie nastepujacy

Whniocsek

Dla dowolnego punktu z, naleZacego do S oraz luku A, czestoéé wpadania obrazéw z
pod dzialaniem obrotu o 2wlog,, 3 dafy do dlugodci A.

Dowéd

SprawdZmy, Ze obrét ten jest argbdyczny. Wobec Twierdzenia wystarczy w tym celu
wykazaé jedynie, Ze liczba log,, 3 jest niewymierna. Gdyby tak nie bylo, sachodxilaby
réwnoéé log,,3 = 1’— z pewnymi naturalnymi p i ¢. Stad wnosilibydmy, ze 3 = 101
zatem 37 = 107, co przeciez zdarzy¢ sig nie moie, bo lewa strona dzieli sig przez 3, a
prawa nie. Z ergodycznodci wynika nasz wniosek dla zbioru wartodci z miary 1.

Oznaczmy przes fn(z, A) czestodé wizyt punktu z w zbiorze A priy n obrotach, tzn.
liczbe E, gdzie k oznacza liczbe tych nieujemnych liczb calkowitych 1 < n, dla ktérych
i-ty obraz punktu z naleiy do A. Chcemy wykazaé, Ze ciag fn(z, A), przy n dazacym
do nieskoriczonoéci, prazy dowolnym z i A bedacym hukiem, jest zbiezny do dlugasci
luku A (oznaczanej przez di(A)). W tym celu wystarczy wykazaé, ze dla dowolnego &
istnieje takie M, e dla dowolnego n > M mamy

| fa(z, A) — dl(A)| < e.
Wybiersmy luki: B zawarty w A oraz C zawierajacy A tak, by ich korice lezaly w
odleglodci % od koricéw A. Wybierzmy dalej punkty y oraz z w odleglodci

od z mniejszej od % tak, aby ciagi fa(y,B) i fu(z,C) byly sbieine odpowiednio

do dhugoéci lukéw B i C. Zwréémy uwage, se gdyby np. taki punkt y nie istnial, to
zdarzenie, polegajace na tym, ze ciag fn(t, B) nie jest zbiezny do dlugoéci B, mialoby

prawdopodobiefistwo nie wigksze od 1 — 23—5, wbrew ergodycznoéci obrotu. Dalej
zauwagmy, Ze jedli i~ty obras y wpada w B, to ity obraz z wpada w A , jedli zaé i-ty
obraz z wpada w A, to i—ty obraz z wpada w C. Stad otrzymujemy nieréwnosé

fn(y| B} < fn(zsA) < f,,(s,C).
Istnieje zatem takie M, ze jedli n > M, to

fa(v, B) > di(B) - £ = di(4) - 5 = di(4) - ¢
fa(y,C) < dI(C) + £ = di(A) + %‘ = di(A) +e&.
Wobec tego
dI(A) — & < fu(y, B) < fa(2,4) < fa(2,C) < di(A) +e.
Zatem
| fn(z, A) — dI(A)| < e.
c.n.d.

W ten sposéb mamy juz odpowiedi na pytanie postawione na wstepie . Czestodé
wystepowania cyfry 3 w ciagu (c,) dagy do logm(l + 3), czestosC wystepowania 7 i

9 do log;o(3) +10g,o( %) = log,o(23). Poniewai $ jest wieksze od 22, wbrew wszelkim
pozorom proponowana gra na 719 prsymosla.by nam straty.

dr Grzegorz SWIA TEK



