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Rozwiasanie sadania M 508,

Niech p bedzie prawdopodobieristwem
otreymania orla w pojedynczym
rzucie, ¢ = 1 — p; niech u, oznacza
szukane prawdopodobieristwo .

Mamy up = qup-1 + p(l — up-1).
Istotnie, jedli w pierwszym rzucie
wypadl orzel, w pozostalych ma
wypad¢ nieparzysta liczba orléw. Jedli
reszka — parsysta. Zauwaimy, ie

Up — ;:l = (g—p) -1 — %} Poniewas
ug = 1, mamy u, — = 3{g—p)", czyli
up =14 La-p)"™

@

Roswiaeanie sadania M 510.
Poniewai sin” z = (1 — cos 2z), mamy

sin?1+sin?2+ ... 4+sin’n

lim —
n—co n
1 N cos2+cosd+ ...+ cos2n
= — = lim .
2 pe 2n

Ostatnia granica jest réwna zeru, gdys
ciag
cos24cosd+...+cos2n=
=Re(e® +e*' +...+3) =
— plnt
= Re (c" uid )
1 —e¥
jest ograniczony. Szukana granica jest
wiec réwna %

Roswigzanie zadania F 247.
Oznacsmy przez a stosunek objetodei
lodu do obje¢todeci zajmowanej przes 16d
porowaty, przez A — czedé lodu, ktéra
ulegla stopieniu.

Objetodé wody, ktéra powstala przy
topnieniu lodu, jest réwna

w =a-8-h-k-8,
gdzie S jest polem powierzchni

przekroju szklanki. Pozostala masa
lodu wynosi (p — gestodé lodu)

mg=(1—fla-h-p-5.
Korzystajac ¢ prawa Archimedesa
otraymujemy objgtodé zanurzonej
czefei lodu

Vi=(1-P8la-h-k-8,
a stad wysokodé poziomu wody

Vw + V,

H= -!'S—’za-n-k=0.54 h.
Od momentu, gdy 16d zaczyna plywad
w wodzie, dalsze topnienie nie ma
wplywu na poziom wody w szklance.

Norma 2—-adyczna

Kwadrat nie moze byé podzielony na nieparzysta liczbe tréjkatéw o réwnych polach.

Nim przystapimy do dowodu tego twierdzenia, przedstawimy dwa ogélne rezultaty,
na ktérych bedziemy sie opierali. Dowéd pierwszego z nich wymaga zaawansowanych
rozwazan algebraicznych, ktérych przedstawienie przekracza mozliwodci tego artykulu.

1. W zbiorze liczb rzeczywistych mozna wprowadzi¢ taw. norme 2-adyczna, tzn.
okreéli¢ funkcje, przyporzadkowujaca dowolnej liczbie rzeczywistej z liczbe rzeczywista
nieujemna, ||z||, spelniajaca warunki:

a) ||z|| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z =0,
b) [I51l = 2.

Dla dowolnych liczb z,y

c) llz - gll = ll=ll - llyll,

d) ||z + yll < max(]|=]], ||yl)-

Z c) wynika, ze ||1|| = ||1]| - ||1]|, a wiec ||1]| = 1. Podobnie, || — 1| - || — 1]| = 1, czyli
—1|| =1. W konsekwencji, dla dowolnego z mamy || — z|| = ||z

Norma 2-adyczna ma réwniez wilasnodé:
e) jedli [|z]| > [[yll, to ||z + y|| = [|=]-

Istotnie, na podstawie d) mamy ||z + y|| < max(||z||,|ly|]) = ||z|l. Z drugiej strony,
lal] = liz +y + (—)ll < max(|}z + yl, ). Stad i 3 faktu, ze |yl| < |1zl wyniks, ie
lz]| < ||z + y||. W konsekwencji ||z|| = ||z + y]|-

Nietrudno teraz zauwazyé, Ze jedli niezerows liczbe wymierna w przedstawimy w
postaci w = 2% - f, gdzie k jest liczba calkowita, zas p,q — liczbami caltkowitymi
nieparzystymi, to ||w|| = 27%.

2. Zaléimy, ze pewien czworokat na plaszczyZnie podzielono na tréjkaty i kazdy =
wierzchotkéw tréjkatéw podzialu pomalowano na jeden z trzech koloréw: zielony,
niebieski, czerwony w ten sposéb, Ze na zadnej prostej nie leia punkty wszystkich
trzech koloréw oraz Ze dwa sasiednie wierzcholki czworokata s3 pomalowane jednym
kolorem, a dwa pozostale — pozostalymi. Wéwczas pewien tréjkat podzialu ma
wierzcholki réznokolorowe.

Zaléimy, ze jednokolorowe wierzcholki czworokata sa niebieskie. Boki tréjkatéw *
podziatu 83 podzielone przez wierzcholki réinych tréjkatéw na odcinki. Zauwazmy ze
na obwodzie tréjkata, ktérego wierzcholki nie sa réinokolorowe, lezy parzysta liczba
odcinkéw, ktérych jeden koniec jest niebieski, a drugi czerwony. Jeéli wiec zaden
tréjkat podzialu nie ma réznokolorowych wierzchotkéw, to sumujac liczby takich
odcinkéw na obwodach tych tréjkatéw, otrzymamy liczbe parzysta, Zauwaimy, e
przy tym sumowaniu kaidy odcinek, ktéry nie lezy na obwodzie czworokata, byt
liczony dwukrotnie, a kazdy odcinek z obwodu — jednokrotnie. Wynika stad, ze liczba
tego typu odcinkéw, leiacych na obwodzie caworokata, jest parzysta. Jest to jednak
niemosliwe, bo na boku czworokata o koficach niebieskich lezy parzysta ich liczba, a
na pozostalych nieparzysta.

Przejdziemy teraz do dowodu sformulowanego na poczatku twierdzenia. Poniewas
norma 2-adyczna jest funkcja przyjmujaca wartodci raeczywiste nieujemne, wiec
mozemy podszielié¢ plaszczyzne na trzy rozlaczne zbiory:

Z={(z9):lzll <1, |yl <1}, N ={(z,9):llzll > 1, [l=ll > llsll},

C={(z9) :ll=ll <llgll, llyll =1}

Pomalujmy punkty pierwszego z tych zbioréw na zielono, drugiego na niebiesko i
trzeciego na czerwono. Zauwazmy, ze

I Jedli (z.,y.) jest punktem zielonym, a (z2,y2) — niebieskim (czerwonym), to
(22 — z1,¥2 — y1) jest punktem niebieskim (czerwonym).

Istotnie, gdy (z2,y2) jest punktem niebieskim, to z wlasnoéci normy 2-adycznej
otrzymamy, ze ||z2 — 2:1]| = [|22|| > 1. Poniewai ||22|| > [ly2|| oraz [|ly:]| < 1, wiec
llza = za|| > max(|lyall, [ly2]l) > llyz — 91]|. Punkt (z2 — 21, ¥2 — 31) jest wiec tei
niebieski. Dowéd dla punktu czerwonego jest podobny.
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II. Na fadnej prostej nie leig punkty wszystkich trzech koloréw.

Zaldimy, ie jest inaczej. Przesuwajac prosta, na ktérej leia punkty wszystkich trzech
koloréw, réwnolegle w ten sposéb, by punkt zielony przeszedl na (0,0) i korzystajac

z L. moiemy zalozyé, e punkt czerwony (z1,y:1) i niebieski (z2,y2) leza na prostej
przechodzacej przez (0,0). Istnieje wiec liczba A taka, ze 1 = AZa, y1 = Ayz. Zatem
llzsll = [Alllzall,  llgall = Allzll- Poniewas [lzs]] < [lyall i A # O, wiec [lzall < [lyall
co jest niemozliwe.

Zal6imy, e kwadrat o wierzcholkach (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) podzielono na n
tréjkatéw o réwnych polach. Wierzcholek (0,0) jest zielony, (0,1) — czerwony, a dwa
pozostale — niebieskie. W mysél 2, ktéryé z tréjkatéw podzialu ma réznokolorowe.
wierzcholki. Przesufimy ten tréjkat réwnolegle tak, by wierzcholek zielony przeszedl
na (0,0). Z I. wynika, de pozostale wierzcholki nie zmienig koloréw. Zaléimy, ze po
przesunigciu wierzchotkiem czerwonym jest (z1,y:1), a niebieskim — (z2,y2). Pole
tréjkata o wierschotkach (0,0), (z1,¥1), (232, ¥2) jest réwne 2 = 1|z y2 — 22y
Poniewas [lz1]] < [lyall i [lzall > lyal, wiec [[ssyall < [[5a9all. Zatem || 2] =

= [I3llllz2/lllyz]] = 2-1-1 = 2. Wynika stad, se n jest liczba parsysta, gdyi jak
zauwaiyliémy, dla nieparzystego n mamy ||| = 1.
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4.8

Martyngaly

Jak dobrze wiadomo Czytelnikom Delty, przy wielokrotnym rzucie symetryczna
moneta do uzyskania orla potrzebne s3 érednio dwa rzuty (zadanie M 469 Delia
5/1987). Jasne jest, Ze taka sama jest érednia licsba rzutéw potrzebna do otrsymania
reszki. A co sie dzieje pray oczekiwaniach na serie¢ dlugoédci dwa? Wéwczas sytuacja
smienia si¢ radykalnie. Jak nietrudno sprawdzié, érednia liczba rzutéw potrzebna do
uzyskania dwéch ortéw pod rzad jest 6, natomiast dla uzyskania serii (O,R) potrzeba
érednio tylko 4 rzuty. Réznice te sa, jeszcze bardziej widoczne przy oczekiwaniach na
dluisze serie; i tak na przyklad do uzyskania serii (0,0,R,R,0,0) potrzeba érednio
70 rzutéw, dla serii (0,0,0,0,0,0) ai 126, podczas gdy dla serii (0,0,0,0,0,R)
wystarczaja frednio 64 rzuty, czyli prawie dwukrotnie mniej! Obliczenie czaséw
oczekiwania w tym przypadku wymaga doéé gmudnych rachunkéw. Okazuje sie
jednak, ze przy uiyciu podstawowych faktéw z teorii martyngaléw mozna latwo
wyliczad érednie czasy oczekiwania na serig¢ dowolnej (skoficzonej) dlugoéci przy
wielokrotnym powtarzaniu doéwiadczenia nawet bardziej skomplikowanego ni rzut
moneta,.

Sprecyzujmy dokladnie problem. Zalézmy, e powtarzamy wielokrotnie dodwiadczenie
losowe Z, w pojedynczej prébie mozemy otrzymaé co najwyiej przeliczalna liczbe
wynikéw (kaidy z dodatnim prawdopodobiefistwem). Oznaczmy zbiér tych wynikéw
przes W. Niech A = (a1,083,...,am) bedsie dowolnym ciagiem, ktérego wyrazami

83 elementy sbioru W i oznaczmy przez T4 pierwszy moment pojawienia sie serii A
w ciagu powtérzefi doéwiadczenia Z. Pytamy sie, ile razy trzeba érednio powtérayé
doéwiadczenie Z, by uzyskaé serie A. '

Probabilistyczny model jest nastgpujacy: dana jest dyskretna zmienna losowa

Z o zbiorze wartodci W oraz ciag (21, Za, ...) niezaleinych zmiennych losowych
okreélonych na przestrzeni probabilistycznej (£2, P) o rozkladach prawdopodobiefistwa
takich samych jak rozkiad Z. Wtedy T4 jest zmienna losows przyjmujaca wartodci w
zbiorze liczb naturalnych, okreflona nastepujaco

Ta(w) =min{k : Ze(w) = @m, Ze-1(0) = Gm-1,.--, Zk—m+1(w) = a1}.
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