Niezaleznosé twierdzenia Goodsteina

Redakcja zaiadala ode mnie, abym opisal twierdzenie,
ktére latwo sformulowad, ale ktdre ,nie ma elementarnego
dowodu”. Méwiac ,nie ma elementarnego dowodu”
mamy przewaznie na mysli, ze wszystkie znane dowody
83 trudne i zrozumienie ktéregokolwiek z nich wymaga
znajomodci jakiej§ zaawansowane]j teorii. Oczywiscie nie
wyklucza to, e w prayszlodci kto§ madry odkryje dowdd
krétki i operujacy jedynie pojeciami znanymi ze szkoly
podstawowej.

Chcialbym potraktowad Zadanie redakcji doslownie i
przedstawi¢ twierdzenie Goodsteina, o ktérym mozna
udowodnié, Ze nie ma dowodu elementarnego. W
tym celu skonstruujmy najpierw, przez indukcje, liczby
naturalne G dla k,n=1,2,...

Niech G¥ = k. Jedli G% = 0, to GﬁH = 0. Zaldéimy,

Ze mamy Gk > 0. Wykonujemy nastepujace operacje:
rozwijamy GE — 1, przy podstawie n + 1, w taki sposéb,
aby w rozwiniecin tym wystepowaly wylacznie liczby nie
wigksze od n + 1. Potem zamieniamy wszystkie n+ 1 na
n+ 2. Tak utworzona liczba jest szukanym Gﬁ.'_ ye

Brzmi to nieco zawile, ale przyklady wyjasnia, mam
nadzieje, wazystko.

G}® = 16. Teraz obliczamy G3°. Najpierw rozwijamy

G1® — 1, pray podstawie 2. Mamy: G* —1=15=
=2°+2+2+1=2""" 4221+ 2+ 1. A terazzamieniamy
dwéjki na tréjki: G3® =3%+! £ 3% 4 341 =112
Obliczamy dalej: G3® —1 =111 =33+ 4 3% 1 3,

G =4'"! 144+ 4=1284, Gi® —1 =441 1 44 1 3

G118 =5%t! 1 5% 4 3 = 18753, itd.
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Latwo obliczyé, se Gig = 17171 +7.177 + 717+
+T- 174 T- 10+ 7112+ 7-1774+6- 17T+ 15.

Inny przyklad: poniewai G1°*' —1=21942%=
=31 137, 1o QI =g A L g8t

Widaé, jak sadze, Ze ciag (G’ﬁ n=1 roénie bardzo szybko.
Naprawde jednak ciag ten zachowuje sie jak kozak Makar
w anegdocie Franca Fiszera: skacze bardzo wysoko,
apotem bardzo wolno opada.

Goodstein udowodnil, ze dla kazdego k istnieje takie n,
ie Gk =0.

Jedyny znany mi dowéd tego twierdzenia nie jest
bardzo trudny i do zrozumienia go wystarczy znajomoéé
arytmetyki liczb porzadkowych. Zauwazmy jednak, Ze
twierdzenie Goodsteina méwi o liczbach naturalnych,
zatem rozsadnym wyjéciem jest nazwal elementarnym
dowéd, w ktérym uzywamy jedynie prostych wilasnoéci
dodawania, mnozenia i porzadku liczb naturalnych oraz
zasady indukeji.

Teoria aksjomatyzujaca te pojecia nazywa sie arytmetyka
Peano. Otéz udowodniono nastepujace twierdzenie: jeéli
arytmetyka Peano jest niesprzeczna, to nie moZna w niej
udowodnié¢ twierdzenia Goodsteina. I to jest wladnie &cisle
sformulowanie braku ,elementarnego dowodu”.

Powyiszy fakt wydaje mi sie znacznie ciekawszy niz samo
twierdzenie Goodsteina. Znane dowody tego faktu nie

83 latwe 1 wymagaja stosowania teorii modeli lub teorii
dowodu, ale to jui zupelnie inna historia.

dr Adam KRAWCZYK
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Roswigzanie sadania M 509,
Licsbyn,n—-1, n—2,..., n—p+1
daja przy dzieleniu przesz p reszty
0,1,...,p— 1. Jedna & tych liczb,

m, dzieli si¢ przez p. Zatem [1;] = L;;,

Mam}r teraz

nin=1)...(n— X
m

= (p — 1)! (meod p),

skad po pomnoéeniu obu stron przez
1;1 dostajemy

nin—1)...(n—p41) _ (p=1)im
; = = (mod p),

i po podzieleniu przez liczbe (p — 1)1,
wiglednie pierwsza z p, otrzymujemy

—rlﬂ—’, Soe=m (med p),

co koficzy dowdd.
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Mamy dang tablice éwietlna zbudowansa z lampek, z ktérych kaida moze znajdowaé
si¢ w jednym z dwéch stanéw: by¢ zapalona lub zgaszona. Mamy tei uklad
przelacznikéw, z ktérych kaidy dziala na pewnga ustalona cze$é lampek w ten sposéb,
ie po jego przelaczeniu lampki palace sig (w obszarze dzialania przelacznika) gasna,
a zgasgone zapalaja sie. Wykazaé, e liczba ukladéw, ktére moiemy na tej tablicy
wydéwietlié, jest potega dwéjki.

Niech G bedzie zbiorem wszystkich podzbioréw (lacznie ze zbiorem pustym)
zbioru lampek. Moc § jest réwna 2°, gdzie s jest liczba lampek. Dzialanie
przyporzadkowujace kaidym dwém zbiorom A, B € § ich réinice symetryczna,
A+ B=AUB\ AN B spekia warunki:

A+B=B+A, (A+B)+C=A+(B+C), A+0=A, A+A=0.
Zbiér G z dszialaniem + jest wiec grupa przemienna,.

Zauwaimy teraz , ie jeéli D, oznacza zbiér, na ktéry dziala wylacznik w, to startnjac
2 wygaszonej tablicy i przelaczajac wylaczniki wy,...,w, zapalimy lampki dokladnie
ze zbioru Dy, + Dy, +...+ Dy,. Oznacza to, ie startujac z wygaszonej tablicy
moiemy wyswietli€ dokladnie tyle ukladéw, ile jest elementéw w najmniejszej
podgrupie P grupy G, ktérej elementami s3 wszystkie zbiory D,,. Jegeli startujemy
w sytuacji, gdy na tablicy zapalone s3 lampki ze zbioru A, to liczba uktadéw, ktére
mozemy wyswietli¢, jest réwna mocy warstwy grupy § wzgledem podgrupy P
wysznaczonej prizez A (czyli mocy zbioru {A <+ B : B € P}, ktéra jest, ocaywiscie,
réwna mocy podgrupy P). Z twierdzenia Lagrange’a (rzad podgrupy dzieli rzad
grupy) wynika wiec, ze ta liczba jest dzielnikiem rzedu grupy §, a2 wiec jest to potega
dwéjki.

doc. dr Edmund PUCZYLOWSKI

10



