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II. Na fadnej prostej nie leig punkty wszystkich trzech koloréw.

Zaldimy, ie jest inaczej. Przesuwajac prosta, na ktérej leia punkty wszystkich trzech
koloréw, réwnolegle w ten sposéb, by punkt zielony przeszedl na (0,0) i korzystajac

z L. moiemy zalozyé, e punkt czerwony (z1,y:1) i niebieski (z2,y2) leza na prostej
przechodzacej przez (0,0). Istnieje wiec liczba A taka, ze 1 = AZa, y1 = Ayz. Zatem
llzsll = [Alllzall,  llgall = Allzll- Poniewas [lzs]] < [lyall i A # O, wiec [lzall < [lyall
co jest niemozliwe.

Zal6imy, e kwadrat o wierzcholkach (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) podzielono na n
tréjkatéw o réwnych polach. Wierzcholek (0,0) jest zielony, (0,1) — czerwony, a dwa
pozostale — niebieskie. W mysél 2, ktéryé z tréjkatéw podzialu ma réznokolorowe.
wierzcholki. Przesufimy ten tréjkat réwnolegle tak, by wierzcholek zielony przeszedl
na (0,0). Z I. wynika, de pozostale wierzcholki nie zmienig koloréw. Zaléimy, ze po
przesunigciu wierzchotkiem czerwonym jest (z1,y:1), a niebieskim — (z2,y2). Pole
tréjkata o wierschotkach (0,0), (z1,¥1), (232, ¥2) jest réwne 2 = 1|z y2 — 22y
Poniewas [lz1]] < [lyall i [lzall > lyal, wiec [[ssyall < [[5a9all. Zatem || 2] =

= [I3llllz2/lllyz]] = 2-1-1 = 2. Wynika stad, se n jest liczba parsysta, gdyi jak
zauwaiyliémy, dla nieparzystego n mamy ||| = 1.

doc.dr Edmund PUCZYLOWSKI
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4.8

Martyngaly

Jak dobrze wiadomo Czytelnikom Delty, przy wielokrotnym rzucie symetryczna
moneta do uzyskania orla potrzebne s3 érednio dwa rzuty (zadanie M 469 Delia
5/1987). Jasne jest, Ze taka sama jest érednia licsba rzutéw potrzebna do otrsymania
reszki. A co sie dzieje pray oczekiwaniach na serie¢ dlugoédci dwa? Wéwczas sytuacja
smienia si¢ radykalnie. Jak nietrudno sprawdzié, érednia liczba rzutéw potrzebna do
uzyskania dwéch ortéw pod rzad jest 6, natomiast dla uzyskania serii (O,R) potrzeba
érednio tylko 4 rzuty. Réznice te sa, jeszcze bardziej widoczne przy oczekiwaniach na
dluisze serie; i tak na przyklad do uzyskania serii (0,0,R,R,0,0) potrzeba érednio
70 rzutéw, dla serii (0,0,0,0,0,0) ai 126, podczas gdy dla serii (0,0,0,0,0,R)
wystarczaja frednio 64 rzuty, czyli prawie dwukrotnie mniej! Obliczenie czaséw
oczekiwania w tym przypadku wymaga doéé gmudnych rachunkéw. Okazuje sie
jednak, ze przy uiyciu podstawowych faktéw z teorii martyngaléw mozna latwo
wyliczad érednie czasy oczekiwania na serig¢ dowolnej (skoficzonej) dlugoéci przy
wielokrotnym powtarzaniu doéwiadczenia nawet bardziej skomplikowanego ni rzut
moneta,.

Sprecyzujmy dokladnie problem. Zalézmy, e powtarzamy wielokrotnie dodwiadczenie
losowe Z, w pojedynczej prébie mozemy otrzymaé co najwyiej przeliczalna liczbe
wynikéw (kaidy z dodatnim prawdopodobiefistwem). Oznaczmy zbiér tych wynikéw
przes W. Niech A = (a1,083,...,am) bedsie dowolnym ciagiem, ktérego wyrazami

83 elementy sbioru W i oznaczmy przez T4 pierwszy moment pojawienia sie serii A
w ciagu powtérzefi doéwiadczenia Z. Pytamy sie, ile razy trzeba érednio powtérayé
doéwiadczenie Z, by uzyskaé serie A. '

Probabilistyczny model jest nastgpujacy: dana jest dyskretna zmienna losowa

Z o zbiorze wartodci W oraz ciag (21, Za, ...) niezaleinych zmiennych losowych
okreélonych na przestrzeni probabilistycznej (£2, P) o rozkladach prawdopodobiefistwa
takich samych jak rozkiad Z. Wtedy T4 jest zmienna losows przyjmujaca wartodci w
zbiorze liczb naturalnych, okreflona nastepujaco

Ta(w) =min{k : Ze(w) = @m, Ze-1(0) = Gm-1,.--, Zk—m+1(w) = a1}.
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Intuicyjny sens pojecia martyngalu
jest nastepujacy: wyobrafmy
sobie hazardziste grajacego w
pewna gre i niech X, oznacza jego
laczana wygrang w chwili n. Liczbe

P_::ﬁ Xn+1d P interpretuje sie

A
w rachunku prawdopodobienistwa
jako drednia, wartod¢ przyjmowana
przez Xpn41, jedli wiadomo, fe zaszlo
szdarrenie A. Réwnoéé w definicji

martyngalu méwi wiee, Ze niezaleinie

od przebiegu gry do chwili n frednia
wygrana w chwili n + 1 bedazie

taka sama jak drednia wygrana w
chwili n. Moina wiec powiedzieé, ie
martyngal to matematyczny model
«Ery sprawiedliwej”. Jednym =z
najprostszych przykladéw martyngala
jest ciag (X,) zdefiniowany przes:

Xo =0, Xk =11+ ...+ rg, gdzie (rg)

jest ciagiem niezaleinych zmiennych
losowych o wspélnym rozkladzie
Plrg = 1) = P(re = —1) = 1/2.
Jest to model gry w ,orla i reszke”
~ rzucamy wielokrotnie monets, jedli
wypadnie orzel, to wygrywamy 1, a
jedli reszka, to przegrywamy 1.

Jak latwo sprawdszi¢, moment
pierwszego pojawienia sie +1 w
ciagu (rg) (tzn. zmienna T(w) =
= inf{n : rp(w| = +1}) jest
momentem zatrzymania, natomiast
moment ostatniego pojawienia sie
+1 nie jest (jedli np. w chwili 3
pojawito sig +1, to obserwujgc
zmienne ry,rg, r3 moiemy stwierdzid,
czy jest to pierwszy taki moment, a
do stwierdzenia, czy jest on ostatni,
potrzebna jest znajomod¢ ryq,rs,...).

Na podstawie artukulu Shuo-Yen
Robert Li, A martingale approach
to the study of occurence of sequence
patterns in repeated experiments,
Annals of Probability 8(1980),
1171-1176.

Natomiast éredni czas oczekiwania na serie A to po prostu wartoéé oczekiwana
zmiennej losowej T4. Aby podaé wzér na te wartodé, wprowadzimy jeszcze jedno
oznaczenie. Dla dwéch (byé moze réinej diugodei) ciagébw A = (a1,82,...,8m) i
B = (by,bs,...,bn) o wyrazach z W okredlamy

1 S S oW
d;,_,-:{?fTEET{.T* jedli aj = b,

0, w przeciwnym przypadku,
gdzie¢=1,2,...,n,5=1,2,...,m oraz
BxA=diy-dag ... dnpn+day-dsz ... dnpn-1+...+dn-1,1"8n32+dn,.-
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie
(*) : ET, = Ax A.

Fakt ten mozna latwo udowodnié korzystajac z teorii martyngaléw.

Céz to takiego jest martyngal? Dla naszych rozwasah wystarczy ograniczyé sie do
przypadku dyskretnych zmiennych losowych. Ciag (Xo, X1,...) takich zmiennych jest
martyngalem, jeéli dla dowolnego n > 1 érednia wartoéé zmiennej losowej X, 41 na
zbiorze, gdzie zmienne Xy, X, ..., X, prayjmuja ustalone wartodci, jest taka sama
jak wartodé zmiennej X, na tym zbiorze, tzn. dla dowolnego ciagu (2o,21,--., Zn)
spelniona jest réwnoéé

[X,..H =fX..=z,.-P(X.;.(w):z:;,...,X,.(w}:z,.),
c c

gdzie C = {w : Xo(w) = 2o,..., Xn(w) = zn}.

Wynika stad w szczegblnoéci, ze
EXn41 =EX, =... = EX,.

Przez moment zatrzymania wzgledem martyngal (X, ) bedziemy rozumieé taka
zmienna losowa T przyjmujaca wartoéci w zbiorze liczb naturalnych, zé dla dowolnego
n > 1zbiér {w : T(w) = n} nalesy do rozbicia I wyznaczonego przez zmienne
(X0, X1,...,Xn) (rozbiciem  wyznaczonym przez gmienne (Xo, X1,..., Xn)
nazywamy rodzing zbioréw postaci {w : Xo(w) = zo,...,Xn(w) = 2zn}, gdzie 2
przebiega wszystkie mozliwe wartosci zmiennej losowej X; dla i =0,1,..., n). Innymi
slowy moment zatrzymania to taka zmienna losowa, o ktérej mozemy stwierdzi¢ czy
przyjela wartodé n obserwujac zmienne losowe Xo, X1,..., Xn.

Nastepujace twierdzenie ma podstawowe znaczenie w teorii martyngaléw:

Twierdzenie (Doob). Jedli (X,.) jest martyngalem, a T takim momentem zatrzymania,
ie [ |Xp(w)(w)|d P(w) < oo, oraz sup inf J | Xe|dP = 0, to ciag (Xo, X1) jest
n21k2n (T (w)>k)

martyngalem. W szczegélnosci EXo = EXr.
Wréémy do wzoru (+). Aby go udowodnié, zdefiniujmy ciag (Xa)

Xo=0, Xi(w)=(Z:(w),...,2x(w))*xA—k.
Pominiemy tu sprawdzenie, e ciag (X, ) jest martyngalem, a T4 momentem
zatrzymania spelniajacym zaloienia twierdzenia Dooba. Zauwaimy, e

Xy ) (W) = (Z1(w); - -+, 21, (w) (0)) % A — T (w).
Ale ostatnie m wyrazéw ciagu (Z1(w),..., 2z, (u)(w)) jest takie jak wyrazy serii A i
Ta(w) jest pierwszym takim momentem zatrzymania. W zwiazku z tym
(Z;(w), ceey ZTA M(w)) *xA=AxA.
Stosujac teraz twierdzenie Dooba otrzymujemy
0=EXo, = EXTA =Ax A—ET,,
co dowodzi wzoru (*).

Wréémy wreszcie do rzutu monets. Tutaj Z jest zmienna losowa przyjmujaca wartosé
O lub R, kaida z prawdopodobiefistwem 1 /2, Z; oznacza i-ty rzut moneta, a d;; jest
réwne 0 badZ 2. Dla dowolnej serii A o dlugosci m pierwszy skladnik sumy A * A jest
réiny od zera i jest réwny 2™. Jesli wszystkie wyrazy serii A sa réwne, to réwniez
nastepne skiadniki A x A sa réine od zera (i s3 odpowiednio réwne 2™~*,2™~2 ... 2).
Sredni czas oczekiwania na taka serie jest wiec réwny 2™ + 2™~ 4 ... 42 = 2™+l _ g,
Natomiast, jeéli ostatni wyraz serii A jest rézny od wszystkich poprzednich, to
wszystkie skladniki 4 * A poza pierwszym sa zerami i éredni czas oczekiwania jest
réwny 2™.

Opracowatl dr Pawel HITCZENKO
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