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Co da sie naprawdenarysowac?

Zapewne kazdy z Was staral si¢ kiedy$ narysowac Jednakze nie kazdy graf lezacy w przestrzeni
na kartce papieru jakas bryle, np. domek, konia, mozna narysowaé ,naprawde’, to jest tak, by
kolezanke lub po prostu — czworoscian: krawedzie nie przecinajace si¢ w rzeczywistosci nie

przecinaly sie tez na obrazku. Nie uda si¢ to np.

% D D z narysowanym nizej grafem G (sprébujcie !).
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Niezaleznie od tego, co chcemy narysowac, zwykle
ograniczamy sie do zaznaczenia.na papierze
konturéw naszej bryly. Obrazek sklada sie wiec
ze skoriczonego ukladu punktéw i laczacych je
lukéw — matematycy zwykli nazywad taki obiekt
geometryczny grafem.

Wszystkim narysowanym wyzej obrazkom mozna

zarzucié, ze nie sg ,prawdziwe” : krawedzie iy 0
AC i BD przecinaja si¢ na papierze, choé¢ w Oczywiscie, to, Ze nie udaje si¢ zrobié
rzeczywistosci leza daleko od siebie. A przeciez »prawdziwego” rysunku, nie jest dostatecznym
piramide mozna narysowac ,naprawde” . argumentem za tym, iz wykonanie takiego obrazka
Wystarczy ustawié oko nad jej wierzcholkiem jest w ogéle niemozliwe. Potrzebujemy dowodu
i narysowaé, co wida¢ w dole: matematycznego, ktéry wyglada tak. Zalézmy,

£ ze graf G da si¢ jakims cudem ,naprawde’

narysowaé na plaszczyznie. Wtedy mozemy go
tez ,naprawde” narysowad na sferze (powierzchni

D kuli).
A b ' :
Podobnie mozemy narysowaé pudetko (szescian),
a nawet znacznie bardziej skomplikowang bryle:
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Obraz naszego. grafu rozetnie sfere na kilka obszaréw (pafistw). Niech W oznacza liczbe wierzcixolkéw grafu’
(grube kropki), K — liczbe krawedzi (luki }aczace kropki), a P — liczbe paristw. Mozna udowodnié, ze dla
kazdego grafu narysowanego na sferze zachodzi wzér (pochodzacy od Eulera)

(*) W-K+P=2.

W':zt, K= 6, P= 4{

Wréémy do naszego grafu G, o ktérym
przypusciliémy, ze da si¢ narysowac na sferze.

7 obrazka G widzimy,ze W =51 K =10. A

ile jest panistw? To obliczymy latwo ze wzoru

(+): 5— 10+ P =2, stad P = 7. Zauwazmy, ze
dodanie liczby bokéw wszystkich panstw da nam
podwojong liczbe krawedzi (kazda liczyliSmy
dwukrotnie). Poniewaz kazde panstwo jest co
najmniej tréjkatem, to powyzsza suma jest réwna
co najmnie] 7 -3 = 21. Tak wiec, z zalozenia, ze G
da sie narysowaé ,naprawde”, wyprowadziliSmy
wniosek, iz 21 < 20. Zatem ,prawdziwy” rysunek
dla G nie istnieje.

‘Wielu z Was zetknelo sie zapewne z nastepujaca
lamigtéwka o trzech zwasnionych gospodarzach

i o trzech studniach. Kazdy z gospodarzy chcial
mied $ciezke od swojego domu do kazdej ze studni,
poprowadzona tak, by po drodze nie spotykaé
zadnego z sasiadéw. Czy taki uklad Sciezek
istnieje?

Sprawdz sam
na swoich
przyktadach !

W=8, K=12, P=6,

Naprawde pytamy tu o to, czy nastepujacy graf
G' da sie narysowaé ,naprawde”. Sprébujcie

to rozstrzygnaé sami. Postepujac z grafem G’
tak, jak zrobilismy to z grafem G nie uzyskamy
odpowiedzi. Potrzebny bedzie jeszcze inny, oprécz
wzoru Eulera, argument.
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Grafy G i G’ sa specjalne. Polski topolog,
Kazimierz Kuratowski udowodnil w 1930 roku,
e G 1 G’ sa jedynymi minimalnymi grafami,

|| ktére nie dadza sie narysowaé ,naprawd¢’. Graf
|| nazwiemy minimalnym, jeéli nie ma zbednych
J/| wierzcholkéw (postaci

) oraz jesli
usuniecie z niego dowolnej krawedzi pozwala go

' // juz narysowad ,naprawde’.
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