Korelacje biegunowe
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Zadanie: Poshigujac sie jedynie linijkg skonstruowad styczng przez dany punkt do
danego okregu.

Rozwiazanie: Przez punkt P prowadzimy (jakaé) prosta 1 przecinajaca okrag w
punktach 2 i 3. Powtarzamy te czynnoéé: przez P prowadzimy (inng) prosta 4
przecinajaca okrag w punktach 5 i 6. Prosta 7 przechodzaca przez 2 i 5 przecina
prosta 8 przechodzaca przez 3 1 6 w punkcie 9. Podobnie prosta 10 przez 2 i 6
przecina prosta 11 przez 3 i 5 w punkcie 12. Punkty 14 i 15 otrzymujemy w przecigcin
prostej 13 poprowadzonej przez punkty 9 i 12 z okregiem. Proste P14 i P15 sa
styczne do okregu. Ale dlaczego?

Bardzo dowolny sposéb obrania prostych 1 i 4 utrudnia zastosowanie zwyklych metod
geometrycznych. Poprawnosé konstrukcji mozna za to dosé prosto uzasadnic, gdy zna
sig¢ geometrie rzutowa,.

Pomyst geometrii rzutowej polega na tym, by poza zwyklymi punktami geometrii
euklidesowe]j postugiwad sie réwniez punktami ,w nieskorczonodci” — punktami
wspdblnymi prostych réwnoleglych. Latwo wpaéé na taki pomys! obserwujac pobocza
ginacej na horyzoncie drogi — s3 réwnolegle, ale na horyzoncie sie zbiegaja.

W ten sposéb plaszczyzna zostala wzbogacona nowymi (licznymi) punktami i jedna
(z nich zlozona) prosta — horyzontem.

Pierwsze spostrzezenie, jakiego dokonano, to stwierdzenie réwnoprawnoéci punktéw

i prostych na plaszczyZnie rzutowej. Dowolne dwa punkty maja ,swoja” prosta,
dowolne dwie proste maja ,,swéj” punkt. Okazalo sie, ze kazde twierdzenie o punktach
i prostych plaszczyzny rzutowej pozostaje .prawdziwe, gdy napiszemy je zamieniajac
miejscami nazwy punktéw z nazwami prostych. Zastanowiono si¢ tez nad tym, jakie
wlasnodci moze mieé funkcja realizujaca te zamiane. Funkcje taka (zamieniajaca
punkty na preste i proste na punkty tak, by wszystkie wlasnoéci geometryczne byly
zachowane) nazwano korelacja,. >

Spoéréd réznych korelacji wyréiniaja sig te, ktére maja nastepujaca wlasnoéc:
BA) = k o §k) = A

czyli jesli punkt przechodzi na jakas prosta, to réwnoczeénie ta prosta przechodzi

na ten punkt. Korelacje te nazwano biegunowymi, a odpowiadajace sobie punkt i
prosta — biegunem i biegunowa. Von Staudt udowodnil, Ze zbiér punktéw lezacych na
swojej biegunowej (w danej korelacji) — o ile jest niepusty — jest stozkows (hiperbola,
parabola, elipsa; w szczegblnosci moze byé okregiem). Zbiér zas owych biegunowych
sklada sie ze wszystkich stycznych do tej stozkowej i to w odpowiadajacych im
punktach.

W naszym zadaniu prosta 13 okaze sig¢ biegunowa P. Aby sie o tym przekonaé,
musimy wspomnieé o jeszcze jednym pojeciu i jeszcze jednym twierdzenin. Jezeli dla
czterech punktéw A, B, C, D, lezacych na prostej, istnieje czworokat PQRS taki,
ze proste PS i QR przechodza przez A, PQ i RS przez B, QS — przez C i PR -
przez D, to cawérke (A, B, C, D) nazywamy harmoniczna,. Dla dowolnych trzech
wspolliniowych i réznych punktéw A, B, C istnieje dokladnie jeden punkt D, taki,
ze (A, B, C, D) jest harmoniczna.

Seydewitz wykazal, Ze jeéli prosta [ przecina stozkowa w punktach K i L, to
biegunowa dowolnego punktu M z prostej ! przecina prosta [ w takim punkcie N,

ie (K, L, M, N) jest harmoniczna. Spéjrzmy na rysunek 1. Czworokat 9, 6, 12,

5 pokazuje, ze (2, 3, P, A) jest harmoniczna, a poniewaz ostatni z tych punktéw
jest wyznaczony jednoznacznie, wigc A (punkt przeciecia 13 i 1) ley na biegunowej
punktu P. Podobnie obserwujac czworokat 12, 2, 9, 3 i prosta, 4 stwierdzamy, ze B
(punkt przeciecia 13 i 4) lezy na biegunowej punktu P. Ta biegunowa musi wigc by¢
prosta 13.

A jak stad wynika, ze proste P14 i P15 sa styczne? Jui bardzo prosto.

Oznaczmy przez ¢ korelacje biegunowa odpowiadajaca naszemu okregowi. Zatem

14 i 15 leza na ¢(P). Poniewaz ¢ jest korelacjg biegunowa (patrz okreslenie korelacji
i korelacji biegunowej), wiec ¢(14) i ¢(15) przechodza przez P. Ale z twierdzenia von
Staudta wynika, ze ¢(14) i ¢(15) s styczne do okregu w punktach 14 i 15. Koniec
uzasadnienia konstrukeji. '

Przy okazji okazalo sie, se podany tu sposéb konstrukeji sama linijka stycznych do
okregu jest dobry takie dla rysowania stycznych do hiperboli, paraboli i elipsy (gdzie 2
cyrkla i tak pozytek bylby maly).
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