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Skrét regulaminu

Kaidy moie nadsylaé rozwiazania zadai z numeru n w terminie do korica miesigca

n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Moina nadsylaé rozwiazania
ceterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), moina to robié

co miesige lub 2 dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadafi z matematyki i = fizyki naleiy
przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnoécia do 0,1. Ocene mnoiymy
przez wspblezynnik trudnoéci danego radania: WT = 4 — 3§/N, gdzie S oznacza sume

ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe oséb, ktére nadeslaly rozwiagzanie chodby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktéw otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwéch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktdw jest zaliczana
do ponownego udzialu. Traykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.

Szezegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA
Rozwiazania zadari 2 matematyki z numeru 2/1988

Przypominamy treéé zadaii:

165. Funkcja réiniczkowalna f:(0;00) — R spelnia warunek: lim (f(z) + f'(z)) = 0. Czy
stad wynika, ze lim f(z)=0 7 e

166. Niech K b;;:i: szefcianem jednostkowym o wierzcholkach w punktach kratowych

przestrzeni R® i niech bedzie dany punkt kratowy P. Udowodni€, ie spofréd ofmiu
odleglofci punktu P od wieracholkéw K co najmiiej cztery sa liczbami niewymiernymi.

165. Odpowieds jest twierdzaca. Aby to wykazaé, przypuéémy, Ze jest inaczej. Mamy
wtedy dwie mozliwodci: 1° granica lim f(z) przy z — co istnieje (skoriczona lub
nieskoticzona), ale jest rézna od zera; 2° granica ta nie istnieje. W przypadku 1°
istnieje takze granica lim f'(z) # 0 i w zaleznoéci od jej znaku mamy lim f(z)=tc0

i odpowiednio lim(f(z)+ f'(z))=co, wbrew zalozeniu. W praypadku 2° mozemy
znalei¢ liczby u i v oraz ciagi (zn),(yn) takie, e ) < y1 < 22 <y2<z3 <ys <..,
lim 2, = 00 =lim yn, f(2n) € v < v < f(ya). Niech s, bedzie punktem, w ktérym

f osiaga maksimum na przedziale (Zn;Zn41), @ tn — punktem, w ktérym f osiaga
minimum na przedziale (yn;yn+1). Wéwczas f'(sn)=f'(ta)=0, f(sn)2v, f(ta)<u,
co i tym razem prowadszi do sprzecznoéci z zaloieniem, ze lim(f(z) + f'(z)) =0.

[Inna metoda dowodu (mniej elementarna): zastosowal regule de I"Hospitala do pary
funkeji p(z) = e*f(z), P(z) =€ |

166. Przypusémy, ie P lezy w odleglodci wymiernej od pieciu wierzchotkéw K . Pieé
wierzchotkéw szecianu mozna wybraé na trzy sposoby (z dokladnoécia do izometrii),
jak to pokazuje rysunek 1. We wszystkich przypadkach powtarza sie konfiguracja
czterech wierzcholkéw przedstawiona na rysunku 2. Mozna przyjaé, e wierzcholkami
szeécianu K sa punkty o wspélrzednych zero-jedynkowych, a cztery wierzcholki z
rysunku 2 - to punkty (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,1) . Niech a, b, ¢, d beda
odleglodciami punktu P = (z,y,2) od tych czterech wierzcholkéw. Otrzymujemy ukiad
réwnosci

(1) 32+y=+22=63
(2) (z—1)2+y*+2* =b"
(3) 22+ (y—1)% + 2% =¢?
(4) (-1 +(y-1)*+(z—1)* =d*

gdzie a, b, ¢, d 83 liczbami wymiernymi — a wiec i calkowitymi (skoro ich kwadraty sa
caikowite).

Odejmujac stronami (2) od (3) dostajemy 2(z — y) = (¢ — b)(c +b) ; zatem liczby

¢ £ b, a w konsekwencji takie z —y, sa parsyste. Parzysta jest wiec i liczba z* + y?,
réwna na mocy (1) iloczynowi (& — z)(a + z), a to znaczy, Ze liczby a * z s parzyste,
tak, de z* + y? dsieli sie przez 4. Stad iloczyn zy = 1((z+ y)? — (2? + 9?)) jest liczba
parzysta, wiec z i y 83 parzyste.

Z (4) wynika,de - (d—(z—1))(d+(z2—1))=2>+y* -2z -2y +2.

Lewa strona tej réwnosdci jest albo liczba nieparzysta, albo liczbg podzielna przez 4.
Natomiast prawa strona, wobec parzystoéci z i y, dzieli sig przez 2, ale nie przesz 4.
Otrzymana sprzecznoéé korticzy dowdd.
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Redaguje dr Andrzej NADOLNY
Rozwiazania zadan z fizyki 2 numeru 2/1988
Przypominamy tredé zadan:

68. Na poriomym stole spoczywa kielich o masie M. Jego wewnetrzna powierzchnia jest
paraboloida obrotowa. ktérej przekréj plaszczyzna przechodraca przez of paraboloidy jest
(w ukladzie awiazanym z kielichem - rys.l) okreflony réwnaniem n = ké?(—a < € < a). Na
brzegu paraboloidalnej powierzchni umiessczono maly klocek o masie m i puszczono go.

Okreéli¢ charakter ruchu, jaki bedzie wykonywany przez ten klocek pray zaniedbywaluym
tarciu klocka o kielich oraz kielicha o stél i znalef£é réwnanie toru klocka (traktowanego
punktowo) w ukladzie zwigzanym ze stolem.

64. Zestawiono ocbwdd jak na rysunku 2, zloiony ze frédla napigcia o sile elektromotorycanej
€ =18 V i oporze wewnetrznym r = 3 (1, kondensatora o pojemnodei € = 40 mF oraz
opornika (0 nominalnej mocy 0.5 W) o oporze R = 10 0, wiszacego na przewodach miedzy

bateria a kondensatorem.

O ile wzrodnie temperatura opornika po zamknigcin obwodu, jefli jego masa wynosi

m =0,7 g, a cieplo wladciwe, przy traktowaniu opornika jako ciala termicsnie jednorodnego.
e=0,7 J/gK? Czy wzrost temperatury opornika bylby taki sam, mniejszy czy tei wigkszy.
gdyby jef opbér wynosil 10 k(17

I'z

63. Klocek bedzie si¢ zedlizgiwal po wewnetrznej
powierzchni kielicha, nabywajac energie kinetyczna,

a nastepnie — kosztem tej energii — wélizgiwal sie po
przeciwleglej stronie tej powierzchni w gére ai do
zatrzymania, po ktérym nastapi ponowne zeélizgiwanie

si¢ w déL. Ruch ten bedzie mial charakter oscylacji
nietlumionych ze wzgledu na brak tarcia. Odpowiednie
drgania bedzie tei wykonywal kielich przesuwajac sie po
stole.

Wprowadémy uklad wspéirzednych z,y zwiazany ze
stolem, jak na rysunku 1 (o z leiy w plaszcsyénie stoh,
pionowa oé y przechodzi przez poczatkowe polozenie
klocka). Wapéhzedne klocka w obu ukiadach s3 powigzane
zaleinodciami 2 = X + ¢, y =d + 1, gdzie X jest odcieta
wierscholka paraboloidy. Poczatkowe polozenia klocka oraz
kielicha okreslone sa nastepujaco:

(1) zo =0, Yo = ka? +d, Xo =a.
Oznaczajac predkosé klocka w ukladzie kielicha przez
w = [ws, wy] i w ukladzie stolu przez v = [v,, vy],

a predkoé¢ kielicha w ukladzie stolu przez V = [V, 0],
mamy

(2) v: =V + w,,
Wspélrzedne predkodci w mozemy wyrazié przez funkcje
kata a nachylenia stycznej do paraboloidy:

Uy = Wy.

(3) W, = wcos a, wy = wsin a,

przy czym

(4) tga = g—: = 2k¢ = 2k(z — X).

Z prawa zachowania pedu

(5) mv: + MV =0

wynika V = —puv,, gdzie g = m/M. Stad otrzymujemy

(6) X =a— pz.

Na podstawie réwnai (2), (3), (5) mamy

(1) T
14

a z zaleznoéci (4) i (6)

(8) tga = —2k(a— (1 + p)z).
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Réwnanie toru klocka wyznaczamy z prostego réwnania
rézniczkowego:

Rys.2

dy _ vy

) P
ktére po uwzglednienin z:lr:;a,xkét:; (3), (7) i (8) przyimuje
postaé $L = —2k(a — (1 + p)z) (1 + ). W wyniku
calkowania tego réwnania z uwzglednieniem warunkéw
poczatkowych (1) otrzymujemy dla 0 < z < 2a/(1 + u)
réwnanie toru

y=k((1+p)z—2a)+d.
Jak widaé, tor klocka jest parabola éciénieta w stosunku
do paraboli kielicha o czynnik (1 + p).

64. Po zamknigciu obwodu nastapi ladowanie
kondensatora do napiecia £. Jedli poczatkowo kondensator
byt nie naladowany, to w obwodazie przeplynie ladunek

@ = Ce. Przyrost energii kondensatora wyniesie AE, =
= Qe/2 = Ce? /2. Energia #rédla, z ktérego pobrano
ladunek @, zmaleje 0 AE, = Qe = Ce?. Réinica energii
AE, — AE, ulegnie wydzieleniu w postaci ciepla Joule’a
na oporze R opornika oraz na oporze wewnetrznym

r irédla w proporcji odpowiadajgcej stosunkowi tych
oporéw. Wobec tego na oporniku wydzieli sie energia

= 2R+r
Caly ten proces zajdzie praktycznie w czasie kilku stalych
czasowych tego obwodu 7 = (R + r)C, a wiec w czasie
rzedu sekundy. Wymiana ciepla migdzy opornikiem
a otoczeniem w tak krétkim czasie bedzie na tyle mala,
Ze mozna ja zaniedbaé. Wobec tego cala energia Er
spowoduje przyrost temperatury opornika o AT, okreélony
réwnaniem Er = cmAT. Stad otrzymujemy

_ Rcé?

~ 2em(R+71)
Dla R = 10 kf} stala czasowa wynosilaby 7 = 500 s.
Wymiana ciepla z otoczeniem w takiej sytuacji
odgrywalaby juz istotna role, zatem przyrost temperatury
opornika bylby mniejszy (maksymalna moc wydzielana

w tym przypadku w oporniku po zamknieciu obwodu
wynosi zaledwie okolo 0,03 W).

Ce® =5 1.

AT =10 K



