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Skrót regulaminu
Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadali z numerun w terminie do konca miesiaca
n + 2. Szkice rozwiazan zamieszczamy w numerzen + 4. Mozna nadsylac rozwiazania
czterech, trzech, dw6ch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic
co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub44 M lub
Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od° do 1 z dokladno~cia do 0,1. Ocene mnozymy
przez wsp6lczynnik trudnosci danego zadania:WT = 4 - 3S/N, gdzie S oznacza sume
ocen za rozwiazania tego zadania, aN - liczbe os6b, kt6re nadeslaly rozwiazanie chocby
jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji(M lub F) - i tyle punkt6w otrzymuje
nadsylajacy. Po zgromadzeniu44 punkt6w, w dowolnym czasie i w kt6rejkolwiek z dw6ch
konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punkt6w jest zaliczana
do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczeg6lowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.
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Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Rozwiazania zadan z matematyki z num.eru 2/1988

Przypominamy tresc zadan:
165. Funkcja r6zniczkowalna I:{O; 00) --+ R spelnia warunek: lim(f(x) + I'{x)) = O. Czy~-oo
stad wynika, ze lim I(x) = O ?~-oo
166. Niech K bedzie szescianem jednostkowym o wierzcholkach w punktach kratowych
przestrzeni RlI i niech bedzie dany punkt kratowyP. Udowodnic. ze spo~r6d osmiu
odleglo€ci punktu P od wierzcholk6w K co najnllliej cztery sa liczbami niewymiernymi.

Lewa strona tej równosci jest albo liczba, nieparzysta, albo liczba, podzielna przez 4.
Natomiast prawa strona, wobec parzystosci z iy, dzieli sie przez 2, ale nie przez 4.
Otrzymana sprzecznosc konczy dowód.

165. Odpowiedz jest twierdzaca. Aby to wykazac, przypuscmy, ze 'jest inaczej. Mamy
wtedy dwie mozliwosci: 10 granica limfez) przy z -> 00 istnieje (skonczona lub
nieskonczona), ale jest rózna od zera; 20 granica ta nie istnieje. W przypadku 10
istnieje takze granica limf'(z) =f. ° i w zaleznosci od jej znaku mamy limf(z)=±oo
i odpowiednio lim(t(z)+f'(z))=±oo, wbrew zalozeniu. W przypadku 20 mozemy
znalezc liczby u iv oraz ciagi (Zn),(Yn) takie, ze Zl< Yl < Z2 < Y2 < Z3 < Y3 < ... ,
lim Zn = 00 = lim Yn, f(zn) ~ u < v ~ f(Yn). Niech Sn bedzie punktem, w którym
f osiaga maksimum na przedziale (Zn; ZnH), atn - punktem, w którym f osiaga
minimum na przedziale (Yn;Yn+l). Wówczasf'(sn)=f'(tn)=O, f(sn)~v, f(tn)~u,

co i tym razem prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem, ze lim(t(z) +f'(z)) = ° .
[Inna metoda dowodu (mniej elementarna): zastosowac regule de l'Hospitala do pary
funkcji ~(z) = e%f(z), tjI(z) = e%.j

(d - (z - l))(d + (z - 1)) = Z2 + y2 - 2z - 2y + 2.Z (4) wynika, ze .

166. Przypuscmy, zeP lezy w odleglosci wymiernej od pieciu wierzcholkówK . Piec
wierzcholków szescianu mozna wybrac na trzy sposoby (z dokladnoscia do izometrii),
jak to pokazuje rysunek 1. We wszystkich przypadkach powtarza sie konfiguracja
czterech wierzcholków przedstawiona na rysunku 2. Mozna przyjac, ze wierzcholkami
szescianuK sa punkty o wspólrzednych zero-jedynkowych, a cztery wierzcholki z
rysunku 2 - to punkty (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (1,1,1). Niecha, b, c, d beda
odleglosciami punktu P = (z, y, z) od tych czterech wierzcholków. Otrzymujemy uklad
równosci

(1) z2+y2+z2=a2

(2) (z_1)2+y2+z2=b2

(3) Z2 + (y - 1)2 + Z2 = c2

(4) (z_1)2+(y_l)2+(z_1)2=d2

gdzie a, b, c, d sa liczbami wymiernY\lli - a wiec i calkowitymi (skoro ich kwadraty sa
calkowite) .

Odejmujac stronami (2) od(3) dostajemy 2(z - y) = (c -b)(c + b) ; zatem liczby
c ± b, a w konsekwencji takze z-'y,- sa parzyste. Parzysta jest wiec i liczba Z2 +y2,
równa na mocy (1) iloczynowi(a - z)(a + z), a to znaczy, ze liczbya ± z sa parzyste,
tak, ze Z2 + y2 dzieli sie przez 4. Stad iloczyn zy = H(z +y)2 - (Z2 + y2)) jest liczba
parzysta, wiec z i y sa parzyste.

Rys.2

Rys. 1
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Redaguje dr Andrzej NADOLNY

Rozwi~zania zadan z fizyki z numeru 2/1988

Przypominamy treaf~zadan:
68. Na poziomym stole spoczywa kielich o masieM. Jego wewnetrzna powierzchnia jest
paraboloida obrotowa, kt6rej przekr6j plaszczyzna przechodzaca przez o€ paraboloidy jest
(w ukladzie zwiazanym z kielichem - rys.l) okrdlony r6wnaniem 'I= ke2(-a ~ e ~ al. Na
brzegu paraboloidalnej powierzchni umieszczono maly klocek o masie m i puszczono go.
Okre€lic charakter ruchu, jaki bedzie wykonywany przez ten klocek przy zaniedbywalnym
tarciu klocka o kielich oraz kielicha o st61 i znalezc r6wnanie toru klocka (traktowanego
punktowo) w ukladzie zwiazanym ze stolem.

JRys. l

64. Zestawiono obwód jak na rysunku 2, zlozony ze zródla napiecia o sil•. elektromotorycznej
e = 18 V i oporze wewnetrznym r= 3 0, kondensatora o pojemno€ci C= 40 mF oraz
opornika (o nominalnej mocy 0,5 ,)III)o oporzeR = 10 0, wiszacego na przewodach miedzy
bateria a kondensatorem.
O ile wzro€nie temperatura opornika po zamknieciu obwodu, je€1i jego masa wynosi
m = 0,7 g, a cieplo wla~ciwe, przy traktowaniu opornika jako ciala termiczniej•.dnorodnego.
c = 0,7 J/gK? Czy wzrost temperatury opornika bylby taki sam, mniejszy czy tez wiekszy.
gdyby jegp op6r wynosil 10 kO?

Y

63. Klocek bedzie sie zeslizgiwal po wewnetrznej
powierzchni kielicha, nabywajac energie kinetyczna,
a nastepnie - kosztem tej energii - wslizgiwal sie po
przeciwleglej stronie tej powierzchni w góre az do
zatrzymania, po którym nastapi ponowne zeslizgiwanie
sie w dól. Ruch ten bedzie mial charakter oscylacji
nietlumionych ze wzgledu na brak tarcia. Odpowiednie
drgania bedzie tez wykonywal kielich przesuwajac sie po
stole.

Wprowadzmy uklad wspólrzednychX,1/ zwiazany ze
stolem, jak na rysunku l (osx lezy w plaszczyznie stolu,
pionowa os1/ przechodzi przez poczatkowe polozenie
klocka). Wspólrzedne klocka w obu ukladach sa powiazane
zaleznosciamix = X + e, 1/ = d + '1, gdzie X jest odcieta
wierzcholka paraboloidy. Poczatkowe polozenia klocka oraz
kielicha okreslone sa nastepujaco:

(l) xo=O, 1/0=ka2+d, Xo=a.

Oznaczajac predkosc klocka w ukladzie kielicha przez
w = [w." Wy] i w ukladzie stolu przez v= [tI." tll/]'

a predkosc kielicha w ukladzie stolu przez V= [V, O],
mamy

(2) tI., = V + W." tly = wY'

Wspólrzedne predkosciw mozemy wyrazic przez funkcje
kata a nachylenia stycznej do paraboloidy:

(3) W., = wcos a, Wy = w sin a,

przy czym

(4) tga = ~~ = 2ke = 2k(x - X).
Z prawa zachowania pedu

(5) mtl., +MV = O

wynika V = -JW." gdzie ~= miM. Stad otrzymujemy

(6) X = a - ~x.

Na podstawie równan (2), (3), (5) mamy

(7) tI., = wcosal+~'
a z zaleznosci (4) i (6)

(8) tga = -2k (a - (l + ~)x).

Równanie toru klocka wyznaczamy z prostego równania
rózniczkowego:

d1/ _ tly

dx - tI.,'
które po uwzglednieniu zwiazków (3), (7) i (8) przyjmuje

postac ~ = -2k (a - (l + JL)x) (l + jJ,). W wyniku
calkowania tego równania z uwzglednieniem warunków
poczatkowych (l) otrzymujemy dlaO $ x $ 2a/(1 + JL)

równanie toru

11= k ((l + JL)x - a)2 + d.

Jak widac, tor klocka jest parabola scisnieta w stosunku
do paraboli kielicha o czynnik (l+ ~).
64. Po zamknieciu obwodu nastapi ladowanie
kondensatora do napieciae. Jesli poczatkowo kondensator
byl nie naladowany, to w obwodzie przeplynie ladunek
Q = Ce. Przyrost energii kondensatora wyniesieóEc =
= Qe/2 = Ce2/2. Energia zródla, z którego pobrano
ladunek Q, zmaleje oóEz = Qe = Ce2• Róznica energii
óEz - óEc ulegnie wydzieleniu w postaci ciepla Joule'a
na oporzeR opornika oraz na oporze wewnetrznym
r zródla w proporcji odpowiadajacej stosunkowi tych
oporów. Wobec tego na oporniku wydzieli sie energia

l R 2ER= ---Ce = 5 J.
2R+r

Caly ten proces zajdzie praktycznie w czasie kilku stalych
czasowych tego obwoduT = (R + r)C, a wiec w czasie
rzedu sekundy. Wymiana ciepla miedzy opornikiem
a otoczeniem w tak krótkim czasie bedzie na tyle mala,
ze mozna ja zaniedbac. Wobec tego cala energiaER
spowoduje przyrost temperatury opornika oóT, okreslony
równaniem ER = cmóT. Stad otrzymujemy

óT = RCe2 = 10 K.
2cm(R+ r)

Dla R = 10 kO stala czasowa wynosilabyT = 500 s.
Wymiana ciepla z otoczeniem w takiej sytuacji
odgrywalaby juz istotna role, zatem przyrost temperatury
opornika bylby mniejszy (maksymalna moc wydzielana
w tym przypadku w oporniku po zamknieciu obwodu
wynosi zaledwie okolo 0,03 W).
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