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Zadania z matematyki nr 171, 172

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

Czotéwhka 1igi sadaniowe] "Elub 44 M°
po uweglednieniu ocen roswigsan
gadad 159 /WI=1,36/ 1 160 /WT=3,55/
£ numeru 11/1987

Eonrad Pidro - Warasawa 47,31pkt
Tadeuss Jézefcsyk - Poznal 43,15pkt
Piotr Wach - Katowice 42,95pkt
Kreysstol

Hryniewiseki - Biatystok 39,93pkt
Adam Russel = Erosno 38,97pkt

Eolejnym cstonkiem Klubu 44 zostaje
pan Konrad Pléro.
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Skrot regulaminu

Kazdy moie nadsylaé rnzwiq:r.a.nj_a zadan z numeru n w terminie do kofica miesigca rx;l Szkice rozwigzai
zamieszezamy W numzrze 2+ 4..Mozna nadsylaé rozwidzania czterech, trzech, dwéch lub jednego zadania (kazde

na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadar z vki
i zfizyki nalezy przesylad w oddzielnych kopertach, umi jac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Oceniamy zadania w skali od 0 do 1 z dokladnodcia do 0,1. Oceng fymy przez wspol ik trudnoéci d

zadania: WT = 4—3 SN, gdzie § oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbg 0séb, ktére
nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) —i tyle punktow
otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencii
(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktdw jest zaliczana do ponownego udziatu, Trzykrotne
czlonkostwo — to tytul Weterana,

Szczegotowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

171. Przez punkt wewnetrzny P tréjkata ABC prowadzimy proste AP, BP, CP przecinajgce
przeciwlegle boki odpowiednio w punktach 4, B, C". Dowies¢, ze dlugos¢ pewnego boku
tréjkata ABC przekracza sume odlegtosci punktu P od punktow 4’, B', C".

172. Wykaza¢ zbiezno$¢ i obliczy¢ granice ciggu (x,) danego wzorem rekurencyjnym:

1=t

¥i=1, Xyr=2% "—— dlanzl.
* ne

Zadanie 172 zaproponowal pan Marek Galecki z Milanowka.

Rozwigzania zadai z matematyki z numeru 1/1988

Przypominamy tre§é zadan:

164. Dowicsé, e wszystkie liczby postaci 444* gdzie liczha 44 wysigp vieo 44 ra

konctwke 4d.cviT

163. Przypuéémy, whrew tezie, ze promien wehodzi i wychodzi przez ten sam wierzcholek O.
Interpretujmy promien jako ruch punktu P ze stala predkoscia skalarng; przyjmijmy skalg czasu
tak, by 7 = 01 f = 1 byly momentami wejécia i wyjscia, i oznaczmy polozenie punktu w chwili ¢
przez P(r). Z zasady odbicia wynika, ze droga punktu P sklada si¢ z odcinkow biegnacych

w dwoch tylko kierunkach, przy czym z pary prostych przechodzacych przez O i réwnolegiych
do tych dwéch kierunkow tylko jedna przecina wnetrze kwadratu. Zatem kotficowy fragment
drogi punktu P lezy na tej samej prostej, co fragment poczatkowy, czyli zachodzi réwnosc
P(1—1) = P(t) dla matych ¢ > 0. Zauwazmy teraz, ze odwracajac bieg czasu dostajemy takze
dopuszczalna (1j. zgodna z zasada: kat padania = kat odbicia) droge promienia (punktu),
Inaczej mowiac, droga punktu @ majacego w chwili f polozenie Q(r) = P(1— 1) jest droga
dopuszczalna. Kazda taka droga jest w peini wyznaczona przez swoj dowolnie maly poczatkowy
fragment. Zatem rownos¢ P(r) = Q(r), sluszna dla malych £, musi by¢ spelniona dla wszystkich
1€<0; 1), Stad P(1/2—A41t) = P(1/2+ At), co oznacza, ze w chwili 7 = 1/2 nastgpuje zwrot

o 180°. A to nie jest mozliwe.

Podane w zadaniu stwierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego prostokata (dowod dokladnie ten
sam, co dla kwadratu), nie jest natomiast prawdziwe dla zadnego czworokata ABCD, ktory nie
jest prostokatem. Przyjmijmy bowiem, ze 4B jest bokiem o maksymalnej diugosci. Rzut
przynajmniej jednego z wierzchotkéw C, D na prostg 4B jest punktem wewngtrznym odcinka AB.
Promien wypuszczony Z tego wierzcholka prostopadle do boku AB wréci po jednokrotnym
odbiciu do punktu startu.

164. Lemat 1, JeSlin, Ne N = {1,2,3, ...} oraz 4-5""|N, to 5"|44" —1.

Dowdd (indukcja wzgledem n). Dla n = 1 teza jest prawdziwa, bo liczba 44 podniesiona do
potegi o wykladniku parzystym kosiczy si¢ cyfra 6. Zalozmy prawdziwosc tezy lematu dla
pewnego.n € N (i dla wszystkich N € N) i niech N € N bedzie dowolng liczbg podzielng przez
4-5", Wowcezas N/5 dzieli sig przez 4 -5~ i na mocy zaloZenia indukcyjnego 44"/ —1 dzieli sig
przez 5". Zachodzi wige rownoéé 44M'S = 5"g+ 1, gdzie g4 € N. Wobec tego 44" = (5"¢+1)° =
= 1+ (suma skladnikéw podzielnych przez 5"*1), czyli 5"*!|44™ — 1, co koriczy dowdd lematu.

Lemat 2. Niech x;, = 44, x,., = 44%n (dla n € N). Wowczas 5"|xq42— xn4; (dla n € NuU {0}).

Dowéd (indukcja). Dla 7 = 0 nie ma czego dowodzi¢. Ustalmy n € N i zalézmy prawdziwosé

tezy dla n— 1. RozwaZzmy roZnicg Xnsz — Xp41 = 44%n+1—44%n = 447xn(44N — 1), gdzie N = Xq41—Xn-
Z zalozenia indukcyjnego N dzieli sie przez 5" 1. Liczby ¥, xas: $a tez podzielne przez 4.

Z Lematu 1 wynika, ze 5"/44" — 1. Tym samym Lemat 2 jest udowodniony.

Rozwazane w zadaniu liczby to wyrazy ciagu (x,) o numerach > 44. Rzecz jasna, Xp—; = n.
Zatem x, (= 44%s-1) dzieli si¢ przez 2". Stad i z Lematu 2 wynika, ze 10°|xp42— Xu4y dla €N,
czyli, ze dla dowolnie ustalonego n € N wszystkie wyrazy o numerach wigkszych od n maja
jednakowa kornicowke n-cyfrowa. Wystarczy teraz przyja¢ n = 44.
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Zadan

Redaguje dr Andrzef NADOLNY

Galwanometr ballstycmy jest to galwanometr
o dutym bezwladnodei cewkl,

ktorego wskazania sq proporcjonalne do
ladunku przeplywajacego podczas chwilowego
impulsu pradu.

Csotéwka ligi zadaniowej "Elub 44 P"
po uweglednieniu ocen rozwigszard
sadari 57 /WT=1,81/ 1 58 /Wla3,34/
= numeru 11/1987

Deiersyataw
Lipniacki - Lublin 40,03pkt
Bogustaw
Mikielewice - Erodnica 33,31pkt
Homan Musial - Eatowlice 23,b1pkt
Piotr Baia - Torud 22,43pkt
Plotr Kocsydski = Warszawa 21,39pkt
Wiestaw Kacprzak - Erakdw 20,39pkt

69. Krotkowidz, noszacy okulary o zdolnoéci skupm_]qcej —4 D, pokry! przednia — wypukla
powierzchnig swmch wypuklowkleslych soczewek cienka warstwa metaliczng. Warstwa ta, poza
dzialaniem przeciwslonecznym, umozliwila mu widzenie do tylu (jak w bocznym lusterku
samochodowym) rownie ostre jak »przez okulary”. Jakie sa promleme krzywizny obu
powierzchni soczewek? Wsp zalamania szlda wynosi 1,53. Czy istnieje mozliwosc¢
podobnego udoskonalenia okularéw dalekowidza? Jesli tak, to w jaki sposob?

70. Na pierscieniowy rdzen z migkkiego ferromagnetyka nawinieto

dwie cewki. Jedna z nich polaczono z regulowanym Zrédiem pradu, a druga z galwanometrem
balistycznym (rys.). Podczas zamykania obwodu pierwszej cewki galwanometr wykazywal
przeplyw pewnego fadunku. Dla réznych (ustalonych) wartosci natezenia pradu I uzyskano
nastegpujgce wartosci ladunku Q:

I (mA) 3
Q2 (C) 10

5 | 10
30 | 130

2o|so

100 | 200[ 500
450 | 700

860 | 920 | 1000

Wyznaczy¢ wzgledna przenikalnos¢ magnetyczna materiatu rdzenia w zaleznosci od natgzenia pola
magnetycznego i prz&dyskutowa.é otrzymane wyniki. Srednica pier$cienia d = 10 cm, pole
przekroju rdzenia § = 1 cm?. Liczby zwojow: w pierwszej cewce n; = 314, w drugiej cewce

ny = 2400. Catkowity opor obwodu drugiej cewki R = 380 2. Zakladamy, ze badany rdzen

byl ekranowany przed wplywem ziemskiego pola magnetycznego. Po kazdym pomiarze
dokonywano rozmagnesowania rdzenia w celu usuniecia pozostalo$ci magnetycznej.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/1988
Przypominamy tresé zadan: -

61. Oznaczmy warto$¢ indukcji pola magnetycznego w odleglosci R od osi betatronu — na
okregu orbity elektronéw — przez B, natomiast Srednia wartod¢ indukcji magnetycznej wewnatrz
orbity — przez B,. Zakladamy, ze stosunek B,/B jest staly w czasie — wynika to z konstrukcji
elektromagnesu zasilanego jedng para cewek. Ped elektronu po czasie # od wiaczenia pola —

1

przy zaloZeniu, ze porusza si¢ on po orbicie kolowej o promieniu R — wynosi p(1) = es E(t)dr,
0

1 d(=R*B R dB

gdzie e — ladunek elementarny, natomiast E(f) = —— u =l et

27R dr 2 dr
jest natezeniem wirowego pola elektrycznego na okregu orbity. Stad wynika

eR
(¢))] pr) = Tﬂs(f)-
Aby sita Lorentza mogla, jako sila dosrodkowa, utrzymywac elektron na orbicie o promieniu R,
y — 2o _ m@0v*() _

musi zachodzi¢ zwigzek = R ev(t)B(1)
(m(¢) i v(t) oznaczaja odpowiednio masg i predkos¢ “elektronu w chwili t), z ktorego wynika
) p(t) = eRB(r).

Z przyroéwnania wyrazen (1) i (2) otrzymujemy B, /B = 2. PowyZsze rozumowanie jest stuszne
zarowno w mechanice klasycznej, jak i relatywistycznej. A wigc elektrony o bardzo duzych
energiach, ktorych predkos¢ jest praktycznie rowna predkoéci Swiatla, bedg takze utrzymywane
na orbicie. Ograniczenie maksymalnych osiaganych energii (do okolo 100 MeV) wiaze sie ze
stratami energii elektronow, poruszajacych si¢ po orbicie kolowej, na promieniowanie.
(Literatura: Sz. Szczeniowski, Fizyka do$wiadczalna, cz. 111, str. 324),

62. Niech wysoko$¢ rury wynosi H, gesto$¢ wypelniajacej ja cieczy (ropy naftowej) — o,
ci$nienie panujace w rurze na jej gornym kornicu — pg. Cisnienie na dolnym koficu rury wynosi
Po+ogH (g — przyspieszenie ziemskie); takie jest tez cisnienie gazu w bablu, gdy zaczyna on
wyplywac ku gorze. Przy zalozeniu, ze ciecz jest niescisliwa, a rura si¢ nie odksztalca, babel gazu
nie moze si¢ rozpreza¢. Oznacza to, ze ci$nienie w nim panujace jest stale. Przybycie babla gazu
do gornego kranca rury spowoduje zatem, ze cisnienie zwigkszy si¢ tam o pgH (do wartosci
Po+ogH). O tyle samo wzrosnie tez cisnienie w calej rurze. Dla szybu o glgbokosei 2000 m,
wypelnionego ropa naftowa o gestoci 800 kg/m?, ten wzrost ci$nienia wyniostby okoto

16 MPa (160 atm), co mogloby by¢ niebezpieczne, Czynnikami, ktdre zmniejszaja wzrost
ci$nienia, sa, poza odksztalcaniem sig rury, $cisliwos¢ cieczy oraz rozpuszczanie si¢ w niej gazu.
Redukcja wzrostu cisnienia przez dwa ostatnie czynniki jest tym wigksza, im wigkszy jest
stosunek objetosci cieczy do objetoSci gazu. W zwigzku z wystepujacym w skorupie ziemskiej
gradientem temperatury mozna tez oczekiwaé obnizania si¢ temperatury gazu w miare jego
wznoszenia i zwigzanego z tym spadku cisnienia. Nie jest to jednak efekt duzy — odpowiednia
réznica temperatur wynosi zaledwie kilkadziesigt kelwinow.



