Czy sfer¢ mozna zawigzac?
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Pytanie postawione w tytule brzmi abstrakcyjnie, zeby nie
powiedzie¢ nonsensownie. Wigzanie kojarzy nam sig raczej

z tworami takimi, jak sznurki, tasiemki — z grubsza moéwige,
z wymiarem |. Sfera natomiast — to dwuwymiarowa
powierzchnia. Jak mozna mysle¢ o wigzaniu czego$ takiego?

W Delcie zamieszcezono juz kilka artykulow o weztach.
Przypomnijmy kroétko, ze wezlem nazywamy figurg topologicznie
rownowazna (homeomorficzng) z okrggiem. Mniej precyzyjnie —

wezel to okrag, ktory moze byé ,,dziwn\ie" polozony w przestrzeni.

Jest tu pewna roznica w poroOwnaniu z potocznym rozumieniem
stowa ,,wezel”. W praktyce tworzymy je za pomoca linki czy
sznurka. Rozwazamy takze sploty: przez splot rozumiemy
roztgezng sume skosficzonej liczby wezléw. Zauwaimy

w szczegolnoscei, ze kazdy wezel jest splotem,

Czemu wezly moga by¢ interesujace, clioé sg one homeomorficzne
z okrggiem? Dlatego, ze na skutek ,,niestandardowego”
umieszczenia w przestrzeni moze sie zdarzyc, iz nie da sig ich bez
rozerwania i sklejania doprowadzi¢ do ,,normalnego” stanu
okrggu. Matematycy lubia uogoélnia¢ definicje, twierdzenia...
Prowadzi to czasem do zaskakujaco interesujacych rezultatow.
Jesli ,,dziwnie polozony'™ mogt by¢ okrag — czyli sfera
jednowymiarowa, to dlaczego nie zrobié tego ze zwykla,
dwuwymiarowa? Mozna sprobowac. Latwo jednak wyczug, ze
trojwymiarowa przestrzen jest w tym celu za ciasna. Okregu nie
potrafimy zawigza¢ na plaszczyZnie — trzeba zwiekszy¢ wymiar

o jeden. Okazuje sig, ze jest tak i w naszym przypadku. Sferg
dwuwymiarowa mozina ,,zawigza¢” w przestrzeni o wymiarze 4.

Sprobujmy wyrazic si¢ bardziej precyzyjnie. Najpierw pare stow
o innym pojgciu, nazwanym polozeniem. Dwa zbiory 4 i B sa
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jednakowo polozone w R", jeli istnieje homeomorfizm R" na
siebie przeprowadzajacy 4 na B. Metoda, za pomocg ktorej
czesto ttumaczy sig intuicyjnie homeomorfizm, w praktyce
opisuje wlasnie jednakowe polozenie: pozwalamy jeden ze
zbioréw deformowac ,,porzadnie”, czyli wyginac, rozciggac,
§ciskaé — ale nie rozrywac lub klei¢! — tak, by otrzyma¢ zbidr
drugi. )

Zauwazmy, ze kazde dwa jednakowo polozone zbiory sq
homeomorficzne (wystarczy w definicji zacie$ni¢ homeomorfizm
z R" do zbioru A)/ ale nie odwrotnie! Na przykiad okrag jest
jednakowo polozony w R? z figura (a) na ponizszym rysunku,
ale nie z wezlem (b). :
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Bedziemy mowic, ze zbidr 4 zawarty w R* (homeomorficzny ze
sfera S?) jest sfera zawiazang w sposob istotny (inaczej: sfera
zawezlong), jesli nie jest on jednakowo polozony z tzw.
kanoniczng postacia §2, czyli zbiorem {(x;, x2, x3,0) €
eR*:xi+x34+x3 =1}

Jezeli okrag (zanurzony w R?) bedziemy obraca¢ wokol jednej

Z jego osi symetrii, to otrzymamy zwykla sfere dwuwymiarowa.
Co motze sig staé, jesli zamiast zwyklego okrggu bedziemy krecic
okregiem zawigzanym? Gdy zrobimy to w zwyklej przestrzeni, to
powstang tzw. ,,samoprzeciecia”, trzeba wiec dolozy¢ jeszcze
jeden wymiar. Rozwaimy plaszczyzng R? opisang jako

{(x1, x3,0,0): x;, x; € R} zawarta w R*, a przez R} oznaczmy
.»Dolprzestrzen z brzegiem R*”, czyli {(x;, x1, Xx3,0): xa > O}
Punkty z tej polprzestrzeni mozemy obraca¢ wokol R? (wydaje
si¢ to bardzo zaskakujace, ale jest w R* mozliwe). Jezeli punkt
o wspolrzednych (x,, x5, x3, 0) obrécimy wokét R? o kat ¢, to
otrzymamy punkt o wspolrzednych (x;, xa, X3 cosg, x3 sing).
Wezmy w R3 ,,zawezlony” odcinek (nie okrag) o koncach
nalezacych do R?* i obroémy go dookola R2.




Krzywa zakredli powierzchnig homeomorficzng ze sterg, ale bedzie
to sfera zawezlona! Jej rzuty na jakakolwiek tréjwymiarowa
podprzestrzen R* beda mialy punkty samoprzeciecia — tak, jak
maja punkty samoprzecigcia rzuty na plaszczyzne zawartego

w R? wezla (istotnego, czyli nie polozonego jednakowo

z okregiem).

Zawgilone sfery mozna utworzy¢ takze na podstawie innej
konstrukeji. Wezmy wezel (istotny) polozony w R?, traktujdc
przestrzefi R? jako R* x {0}, czyli podzbiér R*. Wybierzmy dwa
punkty w R* — jeden ,,nad przestrzenig”, drugi ,,pod nig”

(np. (0,0,0, 1)i (0,0,0, —1)). Mozna to zrobi¢, gdyz R?

dzieli czterowymiarowa przestrzen na dwie czesci, tak samo, jak
robi to plaszczyzna z przestrzenig trojwymiarowa. Jezeli teraz
poiaczymy odcinkami punkty wezla z naszymi dwoma punktami,
to otrzymamy sfere, ale inaczej polozong, niz ta zwykla.

Obie metody zostaly po raz pierwszy przedstawione przez Emila
Artina w roku 1925. Dzigki nim stwierdzono, Ze sfere mozna
zawigza¢ na nieskoriczenie wiele (nierownowaznych) sposobow.

Nasuwa si¢ w tym miejscu kolejne pytanie: czy wszystkie
»»Zzawigzane sfery” moga powstac przy wykorzystaniu jednej

z opisanych wyzej metod? Gdyby tak bylo, teoria wezlow
dwuwymiarowych dalaby sie sprowadzi¢ do teorii zwyklych
wezlow. Niestety — tak dobrze nie jest. Istnieje sporo takich
polozen sfery w R*, ktérych nie da si¢ otrzymacé za pomoca
opisanych konstrukcji. Z tego powodu praca nad teorig wezlow
dwuwymiarowych wymaga stosowania nieco innych metod niz

w teorii wezlow jednowymiarowych. Jedna z nich polega na
cigciu sfery (zanurzonej w R*) przestrzeniami tréjwymiarowymi.
W wyniku takiej operacji powstaje wezel w R3, splot (z ktorego
definicja juz sie zapoznali$my) lub uklad punktéw. Okazalo sie,
ze za pomocq metod algebraicznych mozna (cho¢ nie jest to
zadanie latwe) z wynikow cigé odtworzy¢ obraz calej sfery. Duig
role odgrywa tu dobrze znane topologom twierdzenie Seiferta —
van Kampena. Przy okazji odkryto niezwykle zjawisko: moie sie
zdarzy¢, ze sfera nie jest zawgzlona w R*, ale mimo to jej ciecie
moze przedstawiaé¢ nietrywialny splot lub by¢ wezlem zawigzanym
w sposéb istotny. (Splotem nietrywialnym lub istotnym nazywa
si¢ splot nie polozony jednakowo z ukladem okregbéw, kidrych
zadna para nie jest ze sobg ,,zapetlona™ — inaczej mowiac,
fancuch wezléw, nie rozpadajacy si¢ na ogniwa bez ich
rozrywania.) Odpowiedni przyklad przedstawil John Stallings.

WspomnieliSmy o splotach okregéw. Analogicznie mozna rozwijac
teorig splotéw dwu- i wyzej wymiarowych. Przy badaniu splotow
sfer dwuwymiarowych takze wykorzystuje sie ciecia. I tu pojawiaja
si¢ niespodzianki. Mianowicie: mozna pokazaé dwie
trojwymiarowe kule, zawarte w R*, rozlgczne, lecz tak poloZone,
Ze po przecigciu odpowiednig trojwymiarows przestrzenig ich
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brzegow (czyli sfer) otrzymamy istotny splot. Mozliwa jest tez
sytuacja taka, ze dwie sfery utworza splot trywialny, ale nie
mozna ich przedstawic jako brzegow dwaoch kul roziacznych.
Takie sfery nazywajg sie nierozszczepialnymi. Rysunek
przedstawia sposob otrzymania tej konfiguracii.

Sploty sfer wyzej wymiarowych moga zachowywac¢ si¢ bardzo
dziwnie w zaleznosci od wymiaru przestrzeni, w ktorej je
rozwazamy. Wiadomo, ze okregi nie dadzg sie sples¢ w sposab
istotny w przestrzeni cztero- i wyzej wymiarowej. Wydaje sie to
zrozumiale — w takich przestrzeniach jest ,,wiecej miejsca’ niz

w R®. Podobnych efektéw nalezaloby si¢ spodziewaé takze

w przypadku sfer o wyzszych wymiarach. Niemniej jednak
rezultaty bywaja czasami co najmniej zaskakujace. Przytoczmy
jeden z przykladow: kiedy dwie 50-wymiarowe sfery tworza splot?
OdpowiedzZ jest nastepujgca: w przestrzeni o 102 wymiarach

(i wyzej) takie sfery zawsze mozna rozples¢. Gdy wymiar
przestrzeni wynosi 101, 100, 99, 98, to sploty istotne 53 mozliwe,
ale jesli jest on rowny 97 lub 96 — nie! A dla wymiaréw nizszych
od 96 (do 52, bo dalsze badania oczywiscie nie maja sensu) sploty
nietrywialne sfer pieé¢dziesieciowymiarowych mozna znowu
konstruowac.

Badanie tego typu zjawisk nie jest sprawa prostg. Silnych
$rodkéw dostarcza topologia algebraiczna, dokladniej teoria
homotopii. Konstruuje si¢ mianowicie tzw. grupy homotopii
zbioréw. Problemy zawigzywania i splatania sfer mozna
rozstrzygnac za pomocg ich grup homotopii. Jednak — cho¢
brzmi to moze zaskakujaco, jako ze grupy te (w ogolnym
przypadku) zdefiniowane zostaly bardzo dawno, a sfera jest —
wydawaloby si¢ — jednym z najwdzigczniejszych obiektow
badaf — do dzié niektére grupy homotopii pewnych sfer nie sa
znane! Przy ich obliczaniu nie ma Zadnej regularnosci, nie
znaleziono zadnego algorytmu.

Istnieje ciekawy, majacy wiele zastosowari aparat matematyczny,
powstaly dzigki prébom rozwigzania problemoéw teorii wezlow.
Bywalo tez i odwrotnie. Metody, stworzone w innym celu,
stosowano do ,,rozplatywania’ wezléw wielowymiarowych — choé
nie gordyjskich, ale niewykluczone, ze bardziej skomplikowanych.
Z roznym rezultatem. Wiele pytan do dzis czeka na odpowiedz.
Rozstrzygnigcie otwartych zagadniedi teorii przyniesé moze jeszcze
niejedng niespodzianke. .



