Manowce intuicji (II)

Prof. dr Stanistaw HARTMAN

Zajmiemy si¢ pewnym ciekawym zbiorem miary 0. Podzielmy odcinek [0, 1] na trzy rowne
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czesei i wyrzuémy wnetrze czesci Srodkowej, to jest przedzial otwarty (?, ?). Nastepnie
podzieimy kazda z pozostalych czgsci na trzy rowne czesci i wyrzuémy wnetrza czgsci =
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Srodkowych, to jest przedzialy otwarte (-9~, -9-) i (-§ e —9-). I{owtarmjmy & operacje
w nieskoficzonos¢ (oczywiscie w mysli). Co pozostanie? Zbioru, ktory pozostanie, nie mozna
uwidoczni¢ na rysunku, ale rysunek moze pomoc naszej wyobrazni, Oto ,,trzecie przyblizenie”
tego zbioru.
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Pozostang na pewno konce usunigtych przedzialow otwartych. Napisane w systemie trojkowym
i 1 2 1 2 7
W dajgonetak: 0; 0,1 |=—};02|=—=};1;0,01 (= —); 0,02 | =—]. 0,21 {=—];
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0,22 (= ?) itd. Zamiast 0,1 mozemy takze napisa¢ 0,0222..., zamiast 0,01 mozemy napisaé¢
0,00222... i tak dalej, to znaczy mozemy wyst¢pujaca na koncu jedynke }.astqpif przez zet\o'
1
i nieskoniczony ciag dwojek, podobnie jak w systemie dziesigtnym mozna zamiast 0,1 ( = ﬁ)

napisa¢ 0,0999... A wigc wszystkie liczby, ktore sa konfcami usunigtych przedzialow otwartych,
mozemy napisac¢ w systemie trojkowym nie uzywajac cyfry 1. W ich rozwinigciach wystepuja

od pewnego miejsca same zera (dla prawych koncow) lub same dwojki (dla lewych koncow).
Istnieje wigc w [0, 1] nieskoriczenie wiele innych liczb, ktére mozna w tym ukladzie napisaé bez
cyfry 1, poniewaz kazdy ciag zer i dwojek wyraza taka liczbe. Te wlaénie , bezjedynkowe” liczby
pozostang po wyrzuceniu wszystkich ,,srodkowych” przedzialow, bo te srodkowe to takie,
ktorych punkty maja w rozwinigciu trojkowym na ktéryms§ miejscu jedynke, na przyklad:
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wyrzucone liczby miedzy 5 a 3 to te, w ktorych rozwinigciu trojkowym wystepuje 1 na

1 2 < 7 8 :
pierwszym rrliejscu za przecinkiem, wyrzucone liczby miedzy 5 a ry i miedzy 3 a 5 to liczby,

w ktorych wystepuja na poczatku cyfry 01 lub odpowiednio 21 i tak dalej. A zatem mozemy
scharakteryzowac¢ zbior, ktory pozostanie po wszystkich ,,wyrzucaniach”, jako zbi6r liczb

w odcinku [0, 1], ktére mozna w ukladzie tréjkowym napisac bez cyfry 1. Nazywa sie on
zbiorem Cantora od nazwiska odkrywey. Oznaczmy go przez C. Widac, ze jest to bardzo
y»dziurawy™ zbior: w kazdym odcinku lezgcym w [0, 1] istnigje odcinek wolny od punktow C.

Wykazemy, ze zbior C jest zbiorem miary 0. To bardzo proste. Wybierzmy dowolna liczbe
& > 0 i zacznijmy usuwaé ,,Srodkowe” przedzialy tak, jak to czyniliSmy przy konstrukcji zbioru
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Cantora. Pierwszy krok polega na wyrzuceniu jednego przedziatu dlugosci 3 (mianowicie
=2 1
przedzialu (?, -5-)) Drugi krok to wyrzucenie 2 przedziatow dlugosci 9" n-ty krok to

1
wyrzucenie 2"~! przedzialow diugosci T W ciagu calej konstrukeji usuwamy w ten sposob

o n=1

przedzialy, ktérych dlugosci maja sume 2 Ty = 1. A wiec dla pewnego n, bedzie
* n=1
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tymi, ktérych wnetrza usuneli$my, a suma dlugosci tych pozostalych jest mniejsza od &. Ale -
przeciez pokrywaja one igcznie caly zbiér C. Zatem zbiér Cantora istotnie moze by¢ pokryty
ciagiem (nawet skoficzonym) odcinkéw o dowolnie malej sumie diugoéci. To korczy dowod.
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> 1—e&. Po ng krokach zostaje w [0, 1] zbior zlozony z odcinkow lezacych migdzy



Nic tu nie przeczy intuicji. Najwyzej sam zbior Cantora moze si¢ wydac¢ niezwykly. Ale ze taki
rozrzedzony, dziurawy zbiér jest miary 0, to nas nie dziwi. Moze jednak ktos potrafi troche
zmieni¢ konstrukcje zbioru Cantora tak, zeby pozostal zbior nie bedacy miary 0, ale tak samo
dziurawy, to jest taki, ze kazdy odcinek zawiera odcinek rozlaczny z tym zbiorem.

Postawimy tera.z- nastepujace pytanie:

(P) Czy zbior Cantora mozna pokry¢ ciagiem odcinkéw o dowolnie zadanych dlugosciach
(tak jak to jest dla zbioréw przeliczalnych)?

Odpowiedz brzmi: nie. Zatem istnieja zbiory miary 0 bez takiej wiasciwosci. Oczywiscie, musza -
to by¢ zbiory nieprzeliczalne, a wigc zbior Cantora jest przykladem nieprzeliczalnego zbioru
miary 0. O istnienie takich zbioréw pytaliémy na koncu czedei I tego artykutu. Teraz naszym
zadaniem jest uzasadni¢ odpowiedz ,,nie” na pytanie (P). W tym celu udowodnimy, ze istnieje
funkcja ciagla w przedziale [0, 1] slabo rosnaca, tj. taka, ze jesli x; > x,, to f(x;) = f(x,),
przyjmujaca warios¢ stala w kazdym przedziale stycznym do zbioru Cantora (tak bedziemy
nazywac przedzialy, ktore wyrzuciliSmy przy konstrukcji tego zbioru, bo to krocej i uprzejmiej),
wartos¢ 0 dla x = 0 i wartos¢ 1 dla x = 1. Istnieniu takiej funkcji chcialoby sig zaprzeczy¢.

Bo jakze to? Przedzialy styczne maja w sumie dlugo$c¢ 1, tak jak caly odcinek [0, 1]; w tych
przedzialach naszej funkcji nie wolno rosna¢, bo ma mie¢ stalg warto$¢ w kazdym z nich, nie
wolno jej w zadnym punkcie skoczy¢ w gbre (na wzor funkeji czed¢ calkowita), bo jest ciggla,

a jednak ma wzrosna¢ od 0 do 1. Postaramy si¢ zada¢ klam intuicji — zbudujemy taka funkcje.

Zapiszmy kazde x ze zbioru C w systemie trojkowym nie uzywajac jedynki (tak mozna!l).
Otrzymamy ciagi zer i dwojek (za przecinkiem). Napiszmy teraz zamiast kazdej dwojki wlasnie
jedynke, dotychczas zabroniong. Kazdy tak otrzymany ciag zer i jedynek odczytajmy jako
pewna liczbg napisang w systemie dwojkowym, Te liczbe przyjmiemy za wartos¢ funkcji f
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w punkcie x. Na przyklad dla x = 3 = 0,0222... mamy f(x) = 0,0111... = R

Okreélilismy w ten sposob funkcje fw punktach zbioru C. Pozostaje okresli¢ ja w przedzialach
stycznych do C. Otoz na obu koricach kazdego takiego przedzialu (a one nalezg do C) fma tg
samg warto$C. Istotnie: lewy koniec ma zawsze w rozwinigciu tréjkowym od pewnego miejsca
same dwojki, a przed nimi zero. Prawy koniec tegoz przedzialu ma zamiast tego zera dwojke,
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a zamiast tych dwojek zera, np. % =0,20222..., > = (,22000... Mamy wigc

7 3 ;

f (3) = 0,10111... = "y (odczytujemy te liczbe w systemie dwojkowym)
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i fl=) =0,11000... = = = f|—].
(s) +=3)
Dokladnie tak samo ,,wychodzi” réwnos¢ funkcji f na koncach dowolnego przedzialu
stycznego do C. Teraz uzupelniamy definicje funkcji / nadajac jej w kazdym punkcie doewolnego
przedzialu stycznego do C takg warto$¢, jaka przyjmuje na koncach tego przedzialu, Oto

1
przebieg funkcji f w przedzialach stycznych dlugosci = ?7-:
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FIZYCZNE NOWINKI

Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL

JAK CZLOWIEK MOZE
ZOBACZYC JEDEN FOTON ?

Widzenie jest niezwykle [ascynujacym,
bardzo zlozonym zjawiskiem, ktérego
wyjasnienie wymnaga zrozumienia calego
szeregu proceséw fizycznych, chemicznych,
biologicznych i psychologicznych. Siatkowka
ludzkiego oka zawiera bowiemn dwa rodzaje
detektordw swiatla. W ciagu dnia uzywamy
okolo dwéch miliendw mniej czulych
czopkéw, ktére umozliwiaja nam
rozréznianie barw, W ciemnosdciach
wykorzystu jemy z kolei okolo stu miliondw
bardzo czulych precikéw. Poszukiwania
progu czulosci precikéw wykonywane przez
réznych badaczy doprowadzily do
zdumniewa jacego wniosku. Stwierdzono
bowiem, 2ze w odpowiednich warunkach
(diugotrwale przyzwyczajenie do ciemnodei)
mozliwe jest zacbserwowanie przez czlowieka
sygnalu $wietinego kilku fotondw. Zjawiske
to znane od kilkudziesieciu lat, nie bylo w
pelni zrozumiale. W ostatnich latach, bardze
interesujace eksperymenty przeprowadzone
w USA, ZSRR i Japonii na komérkach
ocznych pozwolily na zrozumienie fizycanych
i chemicznych podstaw lancucha zjawisk
rozpoczynajacego si¢ absorpcja jednego
fotonu przez precik. Okazalo sig, 2ze w
“gotowym do dzialania® preciku wystepuje
tzw. ciemny prad wywolany przeplywem
Jondw sodu i potasu. Absorpcja jednego
fotonu przez jedna ze stu milionéw
czasteczek rodopsyny (purpury wzrokowej)
znajdujacych sie w preciku powoduje
gwaltowng redukecje tego ciemnego pradu
przez zablokowanie przeplywu miliondw
atomdéw sodu przez membrang znajdujaca
sig w komoérce. Ten bardzo zlozony proces
chemiczny, polegajacy na rozpadzie setek
molekul, nazywany jest “chemicznym
lotopowielaniemn”. Z lizycznego punktu
widzenia istotny jest fakt, 2e slaby sygnal
(foton) jest w stanie zarmknad o wiele
silniejszy przeptyw (prad jonow Na*) i w
konsekwencji doprowadzi¢ do przekazania,
poprzez uklad nerwdw, pewnego sygnalu
pradowego do mdzgu. Natezenie tego pradu
zostalo zmierzéne. W przypadku precika
absorpcja jednego fotonu prowadzi do
sygnalu rzedu jednego pikoampera (1 pA =
10712 A) trwajacego ckolo 0,3 sekundy. Jak
latwo obli , oznacza to prZeplyw ladunku
okolo 3107 kulomba, czyli okolo dwdch
miliondw ladunkéw elementarnych, W
czopkach odpowiedni sygnal pradowy jest o
dwa rzedy wielkosci slabszy. Dla jednego
fotoriu szacuje sie go na ckolo dziesiec
femtoamperéw (1 fA = 10713 A), a na
dodatek jest on czterokrotnie krétszy.
Cznacza to przeplyw ladunku wyroszacego
"tylko" okolo pigciu tysigcy ladunkow
elementarnych. Liczby te wyjasniajs
doskonale réznice w poziomie czulosci (jak i
szybkosci reakcji), czopkéw i precikéw. Przy
wolniejszej reakcji czopkow czlowiek nie
bylby w stanie obserwowac szybko
poruszajacych sie przedmiotow. Z kolei
proces “zliczania fotondw" w precikach jest
znacznie bardzie) wydajny, ale za to
kilkakrotnie wolniejszy. Przed badaczami
mechanizmu widzenia stoi jeszeze wiele
pytar.. Bardzo interesujacy jest na
przykiad problern separacji przez mozg
slabych pikoamperowych sygnalow z zawsze
obecnego szumu. Wspomniane powyzej
pomiary sa jednak istotnym krokiem na
drodze ku poznaniu tajernnic wzroku,

Oczywiscie, mamy f(0) = 01 f(1) = 1. Funkcija f jest siabo rosnaca. Istotnie: w przedzialach
stycznych pozostaje stala, a dla dwoch punktéw x,, x; € C, x; < x;, jedli n jest pierwszym
miejscem, na ktérym w rozwinigciu trbjk;)wym X 1 x, roznig sig, to n-ta cyfra liczby x, jest 0,
a n-13 cyfra x, jest 2. Wtedy liczby f(x,) i f(x,) r6znia sie w rozwinigciach dwojkowych takze
dopiero na n-tym miejscu i n-ta cyfrg liczby f(x,) bedzie 0, a n-tg cyfra liczby f(x;) bedzie 1,
zatem f(x3) > f(x)).

Pozostaje wykazac ciaglos¢ funkcji /. Aby wykaza¢ cigglosé funkcji monotonicznej, wystarczy
dla kazdego punktu x, znalezé chocby jeden tigg (x,) dazacy do x, z lewej strony i jeden ciag
(x3) dazacy do x, z prawej strony tak, by bylo lim f(x}) = lim f(x}) = f(x,). Jezeli xq lezy

-+ n—+w
poza C, a wigc w jakim$ przedziale stycznym, to nasza funkcja £ ma w otoczeniu x, stalg
warto$é, wiec jest w xo ciagla. Jezeli x, nalezy do C, to x, przedstawia sie w rozwinieciu
trojkowym za pomoca zer i dwojek. Jesli nadto x, nie jest prawym koricem przedzialu
stycznego, to dwojek jest w tym rozwinigciu nieskoriczenie wiele. Jeéli kt6ra$ z nich zamienimy
na zero, dostaniemy liczbe mniejszq. Jezeli te dwojke do zamiany bedziemy wybierali coraz
dalej, to otrzymamy ciag punktow zbioru C zbiezny z lewej strony do x,. Wartosci funkcji f
w tych punktach beda sie w swym rozwinieciu dwojkowym roznity od f(x,) tym, Ze na jednym
miejscu, coraz dalszym, zamiast 1 wystapi 0, a wigc ich ciagg bedzie dazyt do f(x,). Znaczy to,
ze funkcja fjest ciagla w xo z lewej strony. Jesli x, jest prawym koncem przedzialu stycznego, to
w pewnym otoczeniu x, z lewej strony warto$¢ funkcji fjest taka jak w xg, a wiec i wtedy
mamy cigglos¢ w x, z lewej strony. Prawostronnej ciggloci funkeji /' dowodzi sie analogicznie
(trzeba najpierw zatozy¢, Zze x, nie jest lewym kornicem przedziatu stycznego i zamieniaé coraz
dalsze zera na dwojki).

Zbudowalidmy w ten sposob funkcjg spelniajaca wszystkie zadane warunki. Wymyslil ja na
poczatku naszego stulecia wielki matematyk francuski Henri Lebesgue (wymawia sie to mniej
wigcej Lebeg z akcentem na drugim e i z dZwigcznym g na korcu). Odegrala ona duzg rolg

w nauce o funkcjach i znana jest pod nazwa funkcji schodkowej Lebesgue’a. A teraz,
korzystajac z niej, dowiedziemy, ze zbioru Cantora nie mozna pokry¢ ciagiem przedzialow

o dowolnie zadanych dlugoéciach, Otéz funkcja f, jak kazda funkcja ciagla na odcinku, ma taka
wlasno$¢, ze dla kazdego & > 0 istnieje takie d > 0, ze jesli |x,—x,| < 6, to

1
| f(x3)—f(x,)| < e. Niech & bedzie réwne najpierw ik odpowiednie & oznaczmy przez 4.
1
Potem wybieramy & = 7 a odpowiednie 4 niech sie¢ nazywa d;. I tak dalej, to znaczy za n-tym

1
T a odpowiednie 4 oznaczamy przez d,. Przypusémy, ze zbiér C

mozna pokry¢ odcinkami dtugosei 8y, d;, ... Na przedziale dlugosci d, funkcja wzrasta najwyzej

razem przyjmujemy & =

e

o
p 1
, a wigc suma tych przyrostow nie przekracza 2 —— = —. Jednak, skoro te
= 251' i 2

przedzialy pokrywaja caly zbiér C, to ta suma wynosi co najmniej 1, gdyz o tyle funkcja f
wzrasta migdzy punktem x = 0 a punktem x = 1, a w przedzialach stycznych do C nie wzrasta
weale — w kazdym z nich jest stala. Ta sprzeczno$¢ dowodzi, ze przedziatami dlugosei d,

nie mozna pokry¢ zbioru Cantora. i

Z istnienia funkcji schodkowej Lebesgue'a wynika jeszcze jeden ciekawy wniosek oprdcz tych,
ktére wyciagneliSmy z gory, mianowicie: zbiér Cantora jest réwnoliczny ze zbiorem wszystkich
liczb rzeczywistych w [0, 1]. Istotnie, funkcja f przyporzadkowuje (trudno si¢ obejs¢ bez tego
niezgrabnego stowa) kazdemu punktowi zbioru C liczbe rzeczywista w [0, 1] tak, ze wszystkie te
liczby zostaja w ten sposob wyczerpane (bo otrzymujemy wszystkie rozwinigcia dwojkowe).
Wynika stad, ze liczb w [0, 1] jest co najwyzej tyle, ile punktow zbioru Cantora, a oczywiscie nie
jest ich mniej. Zobaczyli$my wiec, ze z dwoch zbiorow nieprzeliczalnych réwnolicznych jeden
moze wyglada¢ na duzo wigkszy od drugiego: caly odcinek jest rownoliczny z ,,dziurawym"
zbiorem C. Dla zbioréw przeliczalnych mieli§my juz wcze$niej podobny przyklad: gesty zbior
liczb wymiernych i rzadki zbiér liczb naturalnych sa rownoliczne. Wida¢ stad, ze licznosé

(mowi sig czasem ,,moc”’) nieskoriczonego zbioru punktow nie mowi jeszcze wszystkiego o jego
wielkosci, gdyz mozna ja okre$la¢ za pomoca innych jeszcze cech. W szczegdlnosci wyr6znilismy
pewien rodzaj zbiorow malych — to te, ktére mozna pokry¢ ciggiem odcinkéw o dowolnie
matlej sumie diugosci, czyli zbiory miary 0. PokazalisSmy, ze to nie to samo, co dac si¢ pokry¢
ciggiem odcinkow o dowolnych dlugosciach — ta cecha przystuguje, jak wiemy, zbiorom
przeliczalnym. Ale, dodajmy, istniejg takze zbiory nieprzeliczalne dajace si¢ pokry¢ ciagiem
odcinkéw o dowolnie zadanych dlugosciach,

Najwyzszy czas konczy¢ t¢ pogadanke, naladowang pojeciami i tematycznie niejednorodng. Kto
doczytal do konca, niech ochlonie na $wiezym powietrzu,
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