Termin nadsylania rozwigzan: 31 V 1988 Skrot regulaminu

Kazdy moie nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do kofca miesiqca n+ 2. Szkice rozwigzan
zamieszezamy w numerze 1+ 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwoch lub jednego zadanin
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi przerwami, Rozwigzania zadan
z matematyki i zfizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0 do | z dokladnaoscig do 0,1, Oceng mnozymy przez wspdlezynnik
trudnosci danego zadania: WT = 4—3S/N, gdzie S oznacza sumg¢ ocen za rozwigzania tego zadania, a N —
y liczbg osob, ktére nadestaly rozwi ie choéby jed » zadania z danego numeru w danej konkurencji
Cxeléwka 1igi sadamiewsj "Klub 44 M" (M lub F} — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktow, w dowolnym czasie
pe uwsglednienin ccem recwigsar iw ktdrejkolwick z dwéch konkurencji (M lub F), zostzje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyika punktow jest
© madad 155 /WT=2,45/ 1 156 [WT=2,39/ zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterans.
= mumeru 9/1987 Szczegdtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Eemrad Fidre - Warssawa 42,82pkt
Mirestaw Mikueki - Augustdw 42,68pkt
Tadeuss Jézefosyk - Pesman 41,83pkt

e - katewies  A1.5%KE  podaguje dr Marcin E. KUCZMA

Erzysgtefl Jedsiniak- Katowice 39,85pkt

Ersysstef Hrymiewlecki-Blalystok37,86pkt  167. Dany jest trojkat ostrokatny ABC oraz punkt P w jego wnetrzu, przy czym | ¥ CAP| =
= | % CBP|. Niech K'i L beda rzutami punktu P na boki AC i BC. Udowodnié, ze symetralna
odcinka KL polowi bok 4B.
168. Podac¢ warunek konieczny i dostateczny, jaki muszg spelniaé liczby naturalne n i k, aby

szachownicg o wymiarach #x n moZna bylo pokry¢ nie zachodzacymi na siebie plytkami
o wymiarach 1 x k.

Zadanie 168 zaproponowal pan Piotr Chrzastowski z Warszawy.

® Rozwigzania zadah z matematyki z uﬁmeru 11/1987
- Przypominamy tres¢ zadan:
‘/ . ¥ oo _
,

159. Niech W = conv Z bedzie najmniejszym zbiorem - s 2a*+2 1 442¢c

wypuklym zawierajgcym Z. Jest to wielokat, Przypusémy, ze ma ming(y) = gla) = A PEE

on k wierzchotkow (k < n); pozostale n — k punktow znajduje » ¥ela (e = a~1).
si¢ w jego wnetrzu. Suma miar katow wewnetrznych wielokata ] 2a*+2a 4+2¢

W wynosi (k—2) - 180°, a zatem najmniejszy z nich ma miare max h(y) = h (_) . ErITE = 4+3¢

¥ < (k—2)- 180°/k < (n—2)- 180°/n. Z wierzchotka tego kata »ela

prowadzimy odcinki do wszystkich (poza nim samym) punktow Tak wiec, jezeli Xy_2. xnoy € L. toO

zbioru Z, Wyznaczaja one n—2 katow wypuklych o lgcznej
. rozwartosci y. Najmnigjszy z tych katow ma miare 1 1 4+2¢ 44 2¢

@ < y/(n—2) < 180°/n. Jest to szukany kat PQR. % s Xy £ 4, B > S Xer S 4 e

Dodajac stronami i biorac odwrotnos¢ stwierdzamy, ze nastepny

160, Lemat. Jesli dla pewnego n > 2 wyrazy xn_2, X, nalezg do WYIAZ Xy 43 = 2(Xg+ Xns 1)~ " spelnia nierownosé

przedzialu I, = {1/a; a), gdzie a = 1, to wyrazy Xu.1, Xns2

naleza do przedzialu f, = {1/b; b}, gdzie 1 8+6¢ 842¢
*l e 8 Xnrz Sl ———,
8+5@*—1) a 8+5c 8+43¢
' 8+6(a*—1) = Lewy czlon ostatniej nierdwnosci réwna sie 1/b. Nietrudno sie

przekonac, ze prawy czlon jest liczba < b (stad w szczegoInosci
dostajemy b = 1), a takZe, Ze otrzymane powyzej ograniczenia na
Xn4 1 TOWNieZ nie wychodza poza prrzedzial 1.

To konczy dowod lematu.

Dowod. Z podanego wzoru rekurencyjnego wynika, Ze jesli
Xn-2y Xu—1 € I, t0 x, € I,. Kolejny wyraz ciggu wyraza sig
WZOrem Xpy 1 = F(Xn_2, Xa_.), gdzie

Dalej rozumujemy tak: bierzemy dowolna liczbe a = | taka, zeby

Flx,y) = — B =3 2x+2y . X1, X3 € 2 (\._vtedy tez x3 € I,). Na mocy lematu x4, X5 E‘!.,.;
2 xy+yi+2 gdzie b jest liczba okre§lona w lemacie (a = b = 1); takze
y+ S xg € I,. Oznaczamy b przez a, i powtarzamy rozumowanie.

Badamy zachowanie funkcji F na zbiorze I, x I,. Przy

ustalonym y mianownik y+2(x+»)~' maleje, gdy x rosnie.
Zatem dla dowolnego punktu (x, y) € /, x I, zachodzi nieréwnosé
2(y) < F(x, y) < h(y). gdzie

| 2ay+2 2y+2a
£(y) = F(—. y) = ) =F@ay) = ——

a ay*+y+2a
Wartosci ekstremalne funkgji F na kwadrac'e I, x I, to:
minimum funkcji g oraz maksimum funkcji 4 na przedziale /.
Znajdujemy te wartosci w zwykly sposob rachunkiem
rozniczkowym. Wynik obliczeni:

yitay+2'

Postepujac tak dalej, wnioskujemy indkucyjnie, ze (dla k =
= 1,2, 3, ...) wyrazy o numerach 3k+1, 3k +2, 3k +3 naleza do
przedziatu [, = {l/ax; a), gdzie

8+5(i—1)

8+6(af—1) "
Istnieje wobec tego granica 5 = lim a; = 1, ktéra musi spelniaé
rownanie

Akyy = i ay = @y = 1.

8+5(s2—1)
T A
8+6(s7—1)

Jedynym dodatnim pierwiastkiem tego rownania jest s = 1.

Stad ostatecznie lim x, = 1.
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0, 65. Na poziomym stole leza dwa walce o $rednicach D i 4, kiore na calej dlugoéci — jednakowej
dla obu walcow —stykaja sie (rys. 1). Wspolczynnik tarcia (statycznego) migdzy powierzchniami

d walcodw oraz miedzy walcami a stolem wynosi /. Na walec o wigkszej Srednicy jest w Srodku

jego dlugosci nawinieta linka (przymocowana w pewnym miejscu do walca). Okreslic, przy

jakim stosunku $rednic D/d da si¢ za pomoca poziomej sily F przylozonej do konca linki

przetoczy¢ duzy walec przez maly i obliczy¢ wartosé tej sily.
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2 66. Obliczyé w przyblizeniu, jaki co najimniej powinien byé promiesi planety o Sredniej

gestoscei 5 10° kg/m?® i temperaturze powierzchni 300 K, aby mogla sig na niej utrzymywac
atmosfera skladajgca sie z azotu i tlenu. Czy byloby mozliwe utrzymywanie si¢ atmosfery na
Ksigzycu?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11/1987

Przypominamy tres¢ zadan:

CmeXdwka ligi zadamiewsj "Elub 44 B
pe uwsgledmisniu ecem rezwlgsar
sadaf 53 /W0=1,36/ 4 54 /WI=3,26/
£ numeru 91987

Pietr Wach - Katewice 44, 75pkt
Lesgek Sgalast - Radeysd Pedl44,00pkt
DziertysXaw Linmiacki-Lublin 32,17pkt
Beguslaw Mikielewicz-Brednica  30,23pxt
Janusz (sada - Legnica 24 ,0Tpkt
Andrzej Eilmes - Gerlioce 20, f2pitt
Macie] Stasizk - Cstuchdw 18, T3pkt
Wiestaw Kacpreak = Erakdw 1é,3‘59kt

Panowia Wach 1 Sszalast detacszajs do grona
eztenkdw Klubu 44 F, ktérych liesba tym
samym zaekragla sie de dziesigeiu,

ALV ST A

57. Na obracajaca si¢ kulg dzialaja, poza siia cigzkosci Mg

(M — masa kuli, g — przyspieszenie ziemskie), sily reakcji Scian
naroznika F, i F5 (prostopadle do tych $cian) oraz sily tarcia F,
i Fy (réwnolegle do $cian) — jak na rysunku 2. Migdzy silami
tarcia a silami reakcji (nacisku) zachodza zwiazki: F; = f F,,
Fy = [ F;. Poniewaz Srodek masy kuli pozostaje nieruchomy,
wszystkie te sily musza si¢ rownowazy¢. Stad mamy: F,+ F; =
= Mg, F>» = F3. Moment sil dzialajgcych na kule wzgledem jej
srodka ma wartos¢ (Fy+ Fy) r, gdzie r — promien kuli, i zwrot
przeciwny do predkosci katowej kuli. Powoduje on opoznienie
katowe e (ujemne przyspieszenie) kuli rowne e = (Fo+Fy) r/l,

gdzie I = 5 Mr? jest momentem bezwladnosci kuli.
Rozwigzujac ukiad powyzszych rownan otrzymujemy
5 [+ &

E=m ey

S (S Y
Czas do zatrzymania kuli obliczamy jako
w 2 1+ ro

fr=—= e
i 3 5 f“*'}‘f) B -
W tym czasie kula obroci sie o kat
1 | 11
6= — = —— —
2 5 [L+f) s

58. Dzigki oporom przeplywu powietrza przez maly otwér mozna
przyjac, ze tlok dochodzi do przegrody z bardzo mala

predkoscig i ze jego energia kinetyczna w tym momencie jest do
pominigcia. Zatem praca sil dzialajacych na tlok jest rowna
przyrostowi energii wewnetrznej gazu AU:

(0 AU = (Spo+mg) hf2,
gdzie § — pole powierzchni tloka, g — przyspieszenie ziemskie,

h — wysokosc cylindra (rys. 3).
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PoniewaZ energia wewngtrzna gazu zalezy jedynie od temperatury,
Jjej przyrost w dowolnym procesie, w ktorym zachodzi

ogrzewanie gazu od temperatury 7, do temperatury T}, jest taki
sam jak w procesie ogrzewania izochorycznego:

AU = nCy (Tz"Tu).

(n — liczba moli gazu, C — molowe cieplo wlasciwe przy stalej
objetosci).

Z przyrownania prawych stron powyzszych rownan
otrzymujemy

(Spo + mg)h

(2 i
) 1 o+ Gy

Liczbe moli gazu zawartego w cylindrze mozemy wyznaczyé
z rownania stanu gazu w sytuacji wyjéciowej:

Po Vo = ﬂRTo

(Vo — objetos¢ cylindra, R — stala gazowa). Uwzgledniajac, ze
Vo = Sh, mamy stad

PoSh

RT,

Dla gazu o czasteczkach dwuatomowych, jakim jest powietrze
5
(skladajgce sig glownie z N; i 0z), Cy = 5 R. Podstawiajac

wyrazenia na »n oraz Cy do wzoru (2) otrzymujemy wzor na
koncowsa temperature powietrza w cylindrze:

5Po+mg_)

Ti= Te|1+
; ( 55po

SprawdZmy jeszcze, czy tlok w kazdym przypadku dojdzie do
przegrody. Wymaga to spelnienia warunku

(3) Spy < Spo+mg.



Cisnienie koficowe p, wyznaczamy z rownania stanu

Eatwo mozna obliczyé, ze tlok stalowy, ktbry by spelnial to
kryterium, mialby grubosé¢ ponad 3 m (!).

Py Va5 2" pa VD_ 5 Gdyby otwor w przegrodzie byl duzy, odpowiednio cigzki tlok
T . dochodzilby do przegrody z niezaniedbywalna predkosci o,
W takim przypadku zamiast réwnania (1) mielibySmy
Po podstaw:enm Vi = Vu/2 oraz wyraZenia (2) na Tl :
12 2 mg 2 2
(4) Py o
5 3 8 W konsekwencji przyrost temperatury gazu bytby mniejszy.
Z nierownosci (3) po uwzglednieniu (4) wynika W obu omawianych zadaniach nalezalo zauwazy¢, ze podany
7 Sp zestaw danych byl niekompletny: w zadaniu 57 wymagany byt
R dodatkowo promien kuli, w zadaniu 58 — pole powierzchni
3 tloka (ponadto w obu zadaniach przyspieszenie ziemskie).

Pray redakeji Delty powstal ZERO KOPRU,

czyli Zespol Rozpowszechniania Konkursu
Prac Uczniowskich, zlozony z laureatdw
dotychezasowych konkurséw, Czlonkowie
zespolu bedy wyjezdzad do szkal srednich na
spotkania z uczniami, wystarczy tylko, aby
zainteresowane tukim spotkaniem szkoly
skontaktowaly sfe z redakejy Delty w celu
uzpodnienia szczegolow wizyly.

Licr,;:my na'to, = uda namn sig zachecic
uczniow do szerszego niz dotychczas
wdziaiu w konkursic: a co nijwainicjsze —
pomoée w wyborze interesujacego lemntis
pracy konkursowej, Preypominamy, ze
Konkurs Prac Uczniowskich z Matematyki
jest organizowany corocznie, 4 szezepolowy
regulamin ukazal sie w Deleie 21988,

Duch Eulera
na mostach kroélewieckich

Rvs: |

Dnia 22 wrzesnia 1987 r. goscilem w LO w Dzialdowie. Moje spotkanie z mlodzieza tej szkoly
zapoczatkowalo dziatalnos¢ ZERO KOPRU, w skiad ktérego wehodza laureaci KOPRU z lat
ubiegiych chgini do spotkan z uczniami i propagowania Konkursu. Zaaranzowanie spotkania
w Dziatdowie przed ukazaniem si¢ anonsu w Delcie bylo mozliwe dzieki ,,glodnej kozie”, ktora
w ostatnim finale KOPRU zdobyta brazowy medal, czym umotzliwila wezesniejszy kontakt
redakcji Delty ze szkoly w Dzialdowie. Za zaproszenie serdecznie dzigkuje. '

Jedng z przyczyn malej popularnodci KOPRU s3 trudnosci uczniow ze znalezieniem
odpowiedniego tematu pracy. Mozé bowiem brakna¢ nie tylko pomystu na interesujgcy temat,
ale takze rozeznania, co moZe by¢ tematem pracy. ZERO KOPRU rozpoczyna wigc nowa forme
dzialalnos$ei: publikowanie zagadnien do samodzielnego zbadania. Liczymy na to, ze z jednej
strony podsuniemy uczniom cickawe tematy na Konkurs, a z drugiej pokaZzemy, jakiego rodzaju
zagadnienia moga by¢ opracowane jako prace konkursowe. Chociaz ta rubryvka jest adresowana
do potencjalnych uczestnikéw KOPRU, mamy nadzieje, Ze zaprezentowane w niej zagadnienia
zainteresuja wszystkich Czytelnikow Delty. Dzis temat pierwszy.

Jarostaw WROBLEWSKI

Przypomnijmy historie, ktdrg zna zapewne wiekszo$é Czytelnikow. Kiedy$ postawiono
Eulerowi zagadke mostow krolewieckich. Czy moina przejs¢ przez wszystkie 7 mostow
Krolewca (rys. 1) przechodzac przez kazdy dokladnie 1 raz? Euler dal na to pytanie odpowiedz
negatywna. Zagadka ta zainspirowala Eulera do zajgcia sig nastepujacym zagadnieniem: jakie
ligury dadzg sig narysowac na papierze bez odeywania otéwka i powtarzania linii?

Z matematycznego punktu widzenia problem obejicia mostow krolewieckich jest rownowazny
problemowi jednobieznego narysowania figury na rysunku 2. Liniom odpowiadaja mosty
(jedne i drugie musimy przeby¢ dokiadnie | raz), weztom zas odpowiadaja kawatki ladu, po
ktorych mozemy chodzi¢ do woli, ale bez istotnego efektu. Problem figur jednobieznych (a wige
i roznych ukladow wysp i mostdw) zostal rozwigzany catkowicie. Uklad wysp i mostow daje
maozliwos¢ obeiscia wszystkich mostdw po | razie dokladnie wtedy, gdy zachodzg nastepujace
warunki:

1) kazde 2 mosty laczy droga po wyspach i mostach,

2) z prawie kazdej wyspy wychodzi parzysta liczba mostéw.

..Z prawie kazdej" znaczy tu ,,z kazdej” lub ,,z kazdej z wyjatkiem dwoch®.

A teraz wymyslmy sobie taka bajeczke: Euler, ktory odebral mieszezanom Krélewca nadzieje na
znalezienie sposobu obejécia wszystkich mostow, nie zaznat po $mierci spokoju, lecz pod postacia
ducha kazdej nocy ukazuje si¢ na mostach Krélewca i szuka sposobu obej$cia wszystkich
mostow. Bedzie si¢ ukazywal, dopoki mu sig to nie uda. Trzeba jednak wiedzie¢, 7e

1) duch znika po przejsciu mostu, jesli wszedl na niego lewa noga,

2) jesli zas wszed! prawa, to po przejsciu mostu jego postac si¢ rozdwaja; kazda z tak

" powstalych postaci idzie dalej swoja droga,

3) od ducha zada sig, aby w czasi€ jego wedrowki kazdy most byl przebyty dokladnie raz przez
jedna z postaci. Czy mu si¢ to uda?

I tak oto z calkiem naiwnej bajeczki doszli$my do calkiem powaznego problemu matematycznego.
Bo oto stawiamy sobie dalsze pytania:

Jakie uklady mostow moze obej$¢ duch, a jakich nie?

Czy mosty Krolewca mogg obejs¢ inne duchy (tzn. z lnnymt mozliwosciami zmiany liczby
postaci po przejsciu mostu)?

Co bedzie, jedli postawimy duchowi dodatkowy warunek dotyczqcy Ilczby postaci pozostalych
po zakonczeniu jego wedrowki?

Te zagadnienia nie byly badane i matematyczne opracowanie chociaz czeéci z nich moze stanowié
dobra prace konkursowa. Widzisz wige, Czytelniku, Ze powazna matematyka nie musi sie
zaczyna¢ catkiem powaznie.
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