
Termin nadsylania rozwiazan: 31 V 1988 Skrót regulaminu

,
C ••lówka 11g1 zada.lewoj "Klub 44 M"

p. uw.gled.ieniu oceR rezwiazan

sadan 155 /~T.2.45/ i 156 /WT-2.39/

z l1umeru 9/1987

Koarad Pióro - Warszawa 42.82pkt

Miroolaw Mikuoki - Augustów 42.68pkt

T•• ouss Józetcsyk - Posl1an 41.83pkt

Piotr Wach -'Katowioo 41.59pkt

Krzysztot Jeds1.1ak- Katowice 39,85pkt

Krsysztot Hry.iew10.k1-Bialystok37,H6pkt

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiacan + 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania

(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan

z matematyki i z.fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M

lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali odO do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik

trudnosci danego zadania: WT = 4- 3SjN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, aN-
liczbe osób. które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44. a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1988.

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

167. Dany jest trójkat ostrokatnyABC oraz punkt P w jego wnetrzu, przy czym11:: CAPI

= 11: CBPI. Niech K i L beda rzutami punktuP na boki AC i BC. Udowodnic, ze symetralna
odcinka KL polowi bok AR.

168. Podac warunek konieczny i dostateczny, jaki musza spelniac liczby naturalnen i k, aby
szachownice o wymiarachn x n mozna bylo pokryc nie zachodzacymi na siebie plytkami
o wymiarach 1 x k.

Zadanie 168 zaproponowal pan Piotr Chrzastowski z Warszawy.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/1987
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Przypominamy tresc zadac:

!=44

Takwiec,jezelixn_2.Xn_1EI •• to

J 4+2c 4+2c
-'--- ~ Xn+l ~ a'---.
a 4+c 4+3c

l
- ~ Xn ~ G,
a

2a2+2 'I 4+2c
ming(y) = g(a) = '--- = - . --

.YE/. a3+3a a 4+c

(I) 2a3+2a 4+2c
maxh(y) = h - = --- = a'--
YE/ •. a 3a2+ I 4+3c

159. Niech W = conv Z bedzie naj mniejszym zbiorem
wypuklym zawierajacym Z. Jest to wielokat. Przypuscmy, ze ma
on k wierzcholków (k .;; n); pozostale n - k punktów znajduje
sie w jego wnetrzu. Suma miar katów wewnetrznych wielokata
W wynosi (k - 2)' 180°, a zatem naj mniejszy z nich ma miare
lp';; (k~2)' l800/k .;; (n-2)' 1800/n. Z wierzcholka tego kata
prowadzimy odcinki do wszystkich (poza nim samym) punktów
zbioru Z. Wyznaczaja onen-2 katów wypuklych o lacznej

. rozwartosci lp. Najmniejszy z tych katów ma miare
'P';; lp/(n-2) .;; 1800/n. Jest to szukany katPQR.

160. Lemat. Jesli dla pewnegon > 2 wyrazy x"_ z, X"_, naleza do
przedzialu I. = <I/a; a), gdzie a ~ 1, to wyrazy Xn+'l, X.+2
naleza do przedzialuIb = <l/b; b), gdzie

8+5(aZ -1)b=a·----~1.
8+6(a2 -1)

Dowód. Z podanego wzoru rekurencyjnego wynika, ze jesli
X"_ 2, X,,_ l E I., to x. E I•.Kolejny wyraz ciagu wyraza sie
wzorem Xn+, = F(x"_ 2, X"_ ,), gdzie

Dodajac stronami i biorac odwrotnosc stwierdzamy, ze nastepny
wyraz Xn+2 = 2(X,,+Xn+l)-1 spelnia nierównosc

l 8+6c 8+2c
-. -"-- ~ Xn+2 ~ a'.--.
a 8+5c 8+3c

Lewy czlon ostatniej nierównosci równa sie l/b. Nietrudno sie
przekonac, ze prawy czlon jest liczba.;;b (stad w szczególnosci
dostajemy b ~ 1), a takze, ze otrzymane powyzej ogranicLCT\ia na
X.+, równiez nie wYl::hodza poza pr7ed;iall,).
To konczy dowód lematu.

Wartosci ekstremalne funkcjiF na kwadrac'e J. x Ja to:
minimum funkcji g oraz maksimum funkcjih na przedziale I•.
Znajdujemy te wartosci w zwykly sposób rachunkiem
rózniczkowym. Wynik obliczen:

Badamy zachowanie funkcjiF na zbiorze la X la. Przy
ustalonym y mianownik y+2(X+y)-1 maleje, gdyx rosnie.
Zatem dla dowolnego punktu(x, y) E I.x I.zachodzi nierównosc
g(y) .;; F(x, y) .;; h(y). gdzie

- ( 1) 2ay+2g(y) = F -;' y = ay2+y+2a'

Dalej rozumujemy tak: bierzemy dowolna liczbea ~ l taka, zeby
Xl, X2 E I. (wtedy tezX3 E J.). Na mocy lematu X4, Xs Elb;
gdzie b jest liczba okreslona w lemacie(a ~ b ~ 1); takze
X6 E Ib' Oznaczamy b przez al i powtarzamy rozumowanie.
Postepujac tak dalej, wnioskujemy indkucyjnie, ze (dlak =
= 1,2,3, ... )wyrazy o numerach 3k+l, 3k+2, 3k+3 naleza do
przedzialu J.k = <I/ak; ak), gdzie

8+5(a~- J)

ak+' = ak' ~8 6(--2-1-' ;'+ ak- )

Istnieje wobec tego granica s= lim ak ~ l, która musi spelniac
równanie

8+5(s2-l)s = s' ------.
8+ 6(S2 - J)

Jedynym dodatnim pierwiastkiem tego równania jest s= 1.
Stad ostatecznie limx" = l.

2x+2y

- ,xy+y2+2'

2y+2a

h(y) = F(a, y) = y2+ay+2

2

2

y+ x+y

F(x, y) =
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Rys. 2 /////////-:0 ~ Rys.3

Przypominamy tresc zadan:

58. Pionowy cylinder) wypelniony powietrzem o cisnieniu atmosferycznymPo i temperaturze To. ~amkniety jest od

góry poczatkowo unieruchomionym tlokiem o masie111. \\' polowie wysokosci cylindra znajduie sie nieruchoma

przegroda z malym otworem. W pewnej chwili tlok zostaje zwolnionyi opada, dochodzac do przegrody. Wyznaczyc

koncowa temperature powietrzaw cylindrze przy zaniedbaniu tarcia tloka(I scianki cylindra oraz wymiatl-y ciepla

miedzy' powietrzem a sciankami cylindra, przegrodai tlokiem. Jaka porównawczo bylaby koncowa temperatura
-powietrza, gdyby otwór w przegrodzie byl duzy?

57- W narozniku sciaI1 pOZlOmeJ i pionowej umieszczono jednorodna kule obracajaca sie z poczatkowa pr~dkoschl
katowa w wokól osi przechodzacej przez jej srodeki równoleglej do krawedzi naroznika. Wspólczynnik tarcia
kinetycznego kuli o sciany nar9znika wynosi/o Obliczyc eza;, jaki uplynie do zatrzym~nia ruchu obrotowego kuli
oraz kat, o który sie'w tym clasie kula obróci.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 11/1987

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

65. Na poziomym stole leza dwa walce o srednicachD i d, które na calej dlugosci - jednakowej
dla obu walców -stykaja sie (rys. I). Wspólczynnik tarcia (statycznego) miedzy powierzchniami
walców oraz miedzy walcami a stolem wynosif Na walec o wiekszej srednicy jest w srodku
jego dlugosci nawinieta linka (przymocowana w pewnym miejscu do walca). Okreslic, przy
jakim stosunku srednicD/d da sie za pomoca poziomej silyF przylozonej do konca linki
przetoczyc duzy walec przez maly i obliczyc wartosc tej sily.

66. Obliczyc w przyblizeniu, jaki co najmniej powinien byc promien planety o sredniej
gestosci 5 .103 kg/m3 i temperaturze powierzchni 300 K, aby mogla sie na niej utrzymywac
atmosfera skladajaca sie z azotu i tlenu. Czy byloby mozliwe utrzymywanie sie atmosfery na
Ksiezycu?

,, , ,- -, ,

Rys. I

O •• l6wka ligi zadaa1ewoj "Klub 44 F"

po uwzgleda1eaiu .cen 'rezwiazan

sadan 53 /\~=1,36/ i 54 /.T-3,26/

" numeru 9/1987

Piotr Wach - Katowice 44,75pkt

Leszek S"alaat - Radzyn Podl44,OOpkt

Dzierzy.law Lipniacki-Lublin 32,17pkt

Boguslaw Mikielewicz-Brodnica 30,23pkt

Janusz O.ada - Legnica 24,07pkt

Aadrzej Eilmes - Garlioe 20,B2pkt

Maciej Sta.iak - Osluchów 18,73pkt

Wie. law Kacpr"ak - Krak6w 18,33pkt

Panowie Wach i Szalast dolaczaja do grona

czlonk6w Klubu 44 F, których'liczba tym

naaym saokr~gla oie do d"i.oieciu.

58. Dzieki oporom przeplywu powietrza przez maly otwór mozna
przyjac, ze tlok dochodzi do przegrody z bardzo mala
predkoscia i ze jego energia kinetyczna w tym momencie jest do
pominiecia. Zatem praca sil dzialajacych na tlok jest równa
przyrostowi energii wewnetrznej gazuLI U:

57. Na óbracajaca sie kule dzialaja, poza sila ciezkosci Mg
(M - masa kuli, g - przyspieszenie ziemskie), sily reakcji scian
naroznika FI i F3 (prostopadle do tych scian) oraz sily tarciaF,
i F4 (równolegle do scian) - jak na rysunku 2. Miedzy silami
tarcia a silami reakcji (nacisku) zachodza zwiazki:F2' = f FI,
F4 = f F3' Poniewaz srodek masy kuli pozostaje nieruchomy,
wszystkie te sily musza sie równowazyc. Stad mamy:F, + F4 =
= Mg, F2 = F3. Moment sil dzialajacych na kule wzgledem jej
srodka ma wartosc(F2 +F4) r, gdzie r - promien kuli, i zwrot
przeciwny do predkosci katowej kuli. Powoduje on opóznienie
katowe li (ujemne przyspieszenie) kuli równeli = (F2+F4) r/I,

2
gdzie I = - Mr2 jest momentem bezwladnosci kuli.

5 .

Rozwiazujac uklad powyzszych równan otrzymujemy

(2)

5 f(I+f) gIi=-----
2 I+P r

Czas do zatrzymania kuli obliczamy jako

w 2 l +f2 rwf=-=----·--
li 5 f(l +f) g

W tym czasie kula obróci sie o kat

l 1 1+P rw2
Ci: = -wf = ----

2 5 f(1 +f) g

•

Poniewaz energia wewnetrzna gazu zalezy jedynie od temperatury,
jej przyrost w dowolnym procesie, w którym zachodzi
ogrzewanie gazu od temperaturyTo do temperatury T1, jest taki
sam jak w procesie ogrzewania izochorycznego:

LI U = nCv (T1 - To),

(n -liczba moli gazu, Cv - molowe cieplo wlasciwe przy stalej
objetosci).
Z przyrównania prawych stron powyzszych równan
otrzymujemy ,

(Spo+ mg)h
Tl = To+ -----

2nCv

Liczbe moli gazu zawartego. w cylindrze mozemy wyznaczyc
z równania stanu gazuw sytuacji wyjsciowej:

, poVo = nRTo

(Vo - objetosc cylindra, R - stala gazowa). Uwzgledniajac, ze
Vo = Sh,mamy stad

PoSh
n = ---o

RTo

Dla gazu o czasteczkach dwuatomowych, jakim jest powietrze
5

(skladajace ,sie glównie zN2 i O2), Cv = 2R. Podstawiajac
wyrazenia nan oraz Cv do wzoru (2) otrzymujemy wzór na
koncowa temperature powietrza w cylindrze:

Tl = TO( l+ Spo+mg )5Spo .

gdzie S - pole powierzchni tloka, g - przyspieszenie ziemskie,
h - wysokosc cylindra (rys. 3).

(I) LlU = (Spo+mg) h/2, Sprawdzmy jeszcze, czy tlok w kazdym przypadku dojdzie do
przegrody. Wymaga to spelnienia warunku

(3)

1



(4)

Po podstawieniu Vl
otrzymujemy

Cisnienie koncowePl wyznaczamy z równania stanu

PlVl poVo-----
T, To

Vo/2 oraz wyrazenia (2) na T,

12 2 mg
Pl =-Po+--.

5 5 S

Z nierówno~ci (3) po uwzglednieniu (4) wynika

In;;' ~ Spo
3 ~-g~

Latwo mozna obliczyc, ze tlok stalowy, który by spelnial to
kryterium, mialby grubosc ponad 3 m (!).
Gdyby otwór w przegrodzie byl duzy, odpowiednio ciezki tlok
dochodzilby do przegrody z niezaniedbywalna predkosciav.
W takim przypadku zamiast równania(I) mielibysmy

h mv2
ilU = (SPo+mg)- - --o

2 2

W konsekwencji przyrost temperatury gazu bylby mniejszy.

W obu omawianych zadaniach nalezalo zauwazyc, ze podany
zestaw danych byl niekompletny : w zadaniu57 wymagany byl
dodatkowo promien kuli, w zadaniu58 - pole powierzchni
tloka (ponadto w obu zadaniach przyspieszenie ziemskie).

Pt2Y redakcji Delty powstal ZERO KOPRU,
czyli Zespól Rozpowszechniania Konkursu
Prac Uczniowskich, zlozony z laureatów
dotychczasowych konkursów. Czlonkowie

zespolu beda wyjezdzac doszkól~rednich na

spot!<.ania z uczniami, wystarczy tylko, aby
zainteresowane takim spotkaniem szkoly

skontaktowaly sie z redakcja De/tJ~ w.celu
uzgodnienia szczególów wizyty.

Liczymy na to, ze uda nam sie zachecic
uczniow do szerszego niz dotychczas

udzialu w konkursie. a .co najwazniehze ~
pomóc w wyborze interesujacego tematu
pracy konkursowej. Przypominamy, ze
Konkurs Prac Uczniowskich z Matematyki
jest organizowany corocznie, a szczególowy
regulamin ukazal Sie wDe/cie 2/1988.

Duch EuJera

na mostach królewieckich

Rys. 2

Dnia 22 wrzesnia 1987 r. goscilem w LO w Dzialdowie. Moje spotkanie z mlodzieza tej szkoly
zapoczatkowalo dzialalnosc ZERO KOPRU, w sklad którego wchodza laureaci KOPRU z lat
ubieglych chetni do spotkan z uczniami i propagowania Konkursu. Zaaranzowanie spotkania
w Dzialdowie przed ukazaniem sie anonsu wDelcie bylo mozliwe dzieki "glodnej kozie", która
w ostatnim finale KOPRU zdobyla brazowy medal, czym umozliwila wczesniejszy kontakt
redakcji Delty ze szkola w Dzialdowie. Za zaproszenie serdecznie dziekuje . .-

Jedna z przyczyn malej popularnosci KOPRU sa trudnosci uczniów ze znalezieniem

odpowiedniego tematu pracy. Moze bowiem braknac nie tylko pomyslu na interesujacy temat,
ale takze rozeznania, co moze byc tematem pracy. ZERO KOPRU rozpoczyna wiec nowa forme
dzialalnosci: publikowanie zagadnien do samodzielnego zbadania. Liczymy na .to, ze z jednej
strony podsuniemy uczniom ciekaWI: tematy na Konkurs, a z drugiej pokazemy, jakiego rodzaju
zagadnienia moga byc opracowane jako prace konkursowe. Chociaz ta rubryka jest adresowana
do potencjalnych uczestników KOPRU, mamy nadzieje, ze zaprezentowane w niej zagadnienia
zainteresuja wszystkich CzytelnikówDelty. Dzis temat pierwszy.

Jaroslaw WRÓBLEWSKI

Przypomnijmy historie, która zna zapewne wiekszosc Czytelników. Kiedys postawiono
Eulerowi zagadke mostów królewieckich. Czy mozna przejsc przez wszystkie 7 mostów
Królewca (rys. 1) przechodzac przez kazdy dokladnie l raz? Euler dal na to pytanie odpowiedz
negatywna· Zagadka ta zainspirowala Eulera do zajecia sie nastepujacym zagadnieniem: jakie
figury dadza sie narysowac na papierze bez odl'ywania olówka i powtarzania linii?

Z matematycznego punktu widzenia problem obejscia mostów królewieckich jest równowazny
problemowi jednobieznego narysowania "figury na rysunku 2. Liniom odpOWiadaja mosty
(jedne i drugie musimy przebyc dokladnie 1 raz), wezlom zas odpowiadaja kawalki ladu, po
których mozemy chodzic do woli, ale bez istotnego efektu. Problem figur jednobieznych (a wiec
i róznych ukladów wysp i mostów) zostal rozwiazany calkowicie. Uklad wysp i mostów daje
mozliwosc obejscia wszystkich mostów po l .razie dokladnie wtedy, gdy zachodza nastepujace
warunki:

I) kazde 2 mosty laczy droga po wyspach i mostach,
2) z prawie kazdej wyspy wychodzi parzysta liczba mostów.
,.Z prawie kazdej" znaczy tu "z kazdej" lub "z kazdej z wyjatkiem dwóch".

A teraz wymyslmy sobie taka bajeczke: Euler, klóry odebral mieszc-zanom Królewca nadzieje na

F.'~alezienie sposobu obejkia wszystkich mostów, nie zaznal po smierci spokoju, lecz pod postacia
ducha kazdej nocy ukazuje sie na mostach Królewca i szuka sposobu obejscia wszystkich
mostów. Bedzie sie ukazywal, dopóki mu sie to nie uda. Trzebajednak wiedziec, ze
l) duch znika po przejsciu'mostu, jesli wszedl na niego lewa noga,
2) jesli zas wszedl prawa, to po przejsciu mostu jego postac sie rozdwaja; kazda z tak
powstalych postaci idzie dalej swoja droga,

3) od ducha zada sie, aby w czasie jego wedrówki kazdy most byl pm;byty dokladnie raz przez
jedna z postaci. Czy mu sie to uda?

I tak oto z calkiem naiwnej bajeczki doszlismy do calkiem powaznego problemu matematycznego.
Bo oto sta\!\,iamy sobie dalsze pytania:

Jakie uklady mostów moze obejsc duch, a jakich nie?

Czy mosty Królewca moga obejsc inne duchy (tzn. z innymi mozliwosciami zmiany liczby
postaci po przejsciu mostu)?

Co bedzie, jesli postawimy duchowi dodatkowy warunek dotyczacy liczby postaci pozostalych
po zakonczeniu jego wedró\!\,ki?

Te zagadnienia nie byly badane i matematyczne opracowanie chociaz czesci z nich moze stanowic

dobra prace konkursowa. Widzisz wiec, Czytclniku, ze powazna matematyka nie musi sie
zaczynac calkiem powaznie.
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