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Rys. 1. Odleglosé punkiow 4 = (X, Ya)
i B = (Xp, ¥Ys) w metryce rzeka jest réwna
|¥a—Yal, gdy X4 = Xp,
a |Val+1Xa—Xpl+|Yal, jesli Xy 2 X

rzeka
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X, Y)= (h(X), k(X)) Y), gdziec I(X)= X+mlub i(X)= —X+m (meR)oraz k

Andrzej ZUK

Geometria zajmuje sig badaniem niezmiennikow izometrii. Opis izometrii jest wicc bardzo wazny.
Z ksigzki Zofii Krygowskiej Geometria dla klasy pierwszej dowiadujemy sie, Ze izometrie
plaszczyzny euklidesowe] to zloZenia symetrii osiowych. Ich opis analityczny wyglada prosto,
jesli posluzymy sig plaszczyzna liczb zespolonych. Czytelnik znajacy liczby zespolone moze
sprawdzi¢, Ze izometrie to funkcje zmiennej zespolonej postaci

flzy=a-z+b Ilub f(z)=a-z+b, lia,beC.

[zometrie to przeksztalcenia zachowujace odleglosé¢ (dokladnie: f jest izometrig, jesli odleglos¢
X od Y jest rowna odleglosci f(X) od f(Y) dla kazdych punktow X, Y). Jedli wigc na pewnym
zbiorze okreslimy sposdb mierzenia odleglosci miedzy jego elementami, to mozemy badac
izometrie tego zbioru. Funkcje akreﬁlajaca odleglos¢ kazdej pary punktow nazywamy metryka.
Zbior wraz z metryka to przestrzen metryczna (peina definicje przestrzeni metrycznych oraz ich
przykfady znajdzie Czytelnik w ksiazeczce Slawomira Nowaka — Co fo znaczy blisko?,
Wydawnictwo specjalne Delry).

gdzie [a| =

W pracy nadeslanej na konkurs podalem opisy izometrii pewnych przestrzeni metrycznych. Byly
to metryki, ktore najczesciej nazywane sa: rzeka, kolejowa, miejska oraz Czebyszewa (okreslone
na plaszczyznie). Przedstawig teraz wyniki wraz ze szkicami rozumowai.

Metryka rzeka. Definiujemy ja nastepujaco. Wyrozniamy na plaszczyZnie prosta, ktorg dalej
bedziemy nazywac rzeka. Jesli punkty leza na prostej prostopadicj do rzeki, to ich odleglos¢
iest zwykla odlegloscia euklidesowq (rys. la). Gdy punkty nie lezg na takiej prostej, to ich
odleglod¢ okreSlamy jako sume ich euklidesowych odleglo$ci od rzeki i odleglosci ich rzutow na
rzeke (rys. 1b, c).

Okregiem o srodku S i promieniu r nazywamy zbior tych punktow, ktorych odleglosé od S jest
rowna r. Mozna wigc ogladac okrggi w roznych metrykach. W metryce rzeka moga wygladac
jak brzeg kwadratu (rys. 2c), jak brzeg kwadratu z wyrzuconym wierzcholkiem i dodanym
jednym punktem (rys. 2b) lub moga by¢ zbiorem dwuelementowym (rys. 2a). Wspomnialem

o okregach, poniewaz dowody, w przypadku tej metryki i innych, opieraly sie na badaniu
whasnosci okregow.

Przejdzmy teraz do znalezienia wszystkich izomeltrii tej przestrzeni metryczne;.

Po pierwsze uzasadnijmy, Ze obrazem punktu rzeki, w izometrii f, jest punkt rzeki. Gdyby bylo
inaczej, to pewien okrag bedacy brzegiem kwadratu (rys. 2c) zostalby przeksztalcony w okrag,
do ktorego naleza tylko dwa punkty (rys. 2a). Jest to sprzecznos¢, poniewaz izometria jest
przeksztalceniem roznowartosciowym (dlaczego?).

Z latwoscig sprawdzamy, Ze elementy zbioru M skladajgcego si¢ z
— przesunie¢ rownoleglych do rzeki,
— przesunig¢ rownoleglych do rzeki zlozonych z symetria osiowa wzgledem prostej

prostopadlej do rzeki,
sa izometriami w metryce rzeka i przeksztalcajg plaszczyzne na plaszczyzneg. Zauwazmy, ze
odleglos¢ punktow rzeki to zwykla, euklidesowa ich odleglos¢. Wezesdniej pokazalismy, ze
izometria f przy metryce rzeka przeksztalca rzeke w rzeke, wige przeksztalcenie fjest izometrig
rzeki, na ktorej okreslona jest odleglo$¢ euklidesowa. Wiemy, Ze izometrie prostej z metryka
cuklidesowa to przesunigcia oraz symetrie srodkowe. Jesli / jest dla punktow rzeki przesunigciem
o wektor », to defidiujemy przeksztalcenie plaszczyzny g jako przesuniecie punktow
plaszezyzny o wektor v. Gdy fjest dla punktow rzeki symetria wzgledem punktu rzeki A, to
przeksztalcenie plaszezyzny g okreslamy jako symetrie osiowg o osi prostopadlej do rzeki
| przecinajacej ja w punkcie A. W ten sposob dla izometrii f okresliliSmy izometrig g nalezgca do
zbioru M, taka, ze f(X) = g(X), gdy X jest punktem rzeki. Zamiast izometrii f mozemy wigc
bada¢ izomatrig g~  f, ktorej punktami stalymi sa punkty rzeki.

Proste prostopadle do rzeki nazwijmy lesnymi (wyjasnienie tej nazwy moZna znalei¢ we
wspomnianej juz ksigzeczee Stawomira Nowaka). Niech [ oznacza jedng z nich. Obrazem /

w izometrii g~ = f jest /. Mianowicie, niech 4 oznacza punkt przecigcia prosiej [ z rzeka,

a punkt B, rozny od A, niech bedzie punktem prostej I. Poniewaz g=' = f(4) = A, wigcg~"' « f(B)
lezy na okregu o Srodku w A i promieniu rownym odleglosci 4 od B (rys. 3). Obrazem B moga
byé¢ tylko punkty P, lub P; (nalezace do prostej /). Gdyby bowiem byl nim np. punkt Py, to
odleglo$¢ P; od A bylaby rézna od odleglosci B od A’ (rys. 3), co przeczy definicji izometrii.

Odleglosc punktow lezacych na prostej leSnej / to zwykla odleglos¢ euklidesowa tych punktow.
Zatem izometria g~' - f, przeksztalcajaca [ w [, jest izometrig prostej [ w metryce euklidesowej.
Poniewaz A jest punktem stalym, jest to identycznos¢ lub symetria wzglgdem A. Na innych
prostych lesnych zlozenie g=' o f oczywiscie tez jest badz identycznosdcia, badz symetrig
wzgledem punktu przeciecia prostej lesnej z rzeka. Ostatecznie g~' - fjest dziwng izometrig s,
ktora proste lesne odbija wzgledem rzeki lub jest dla nich identycznoscia, przy czym dla kazdej
prostej lesnej jest okreslona niezaleznie od tego, jak dziala na inne proste leSne. Zatem kazda
izometria f tej przestrzeni metrycznej jest postaci

f=gas,

MoiZna da¢ rownieZ analityczny opis izometrii tej przestrzeni metrycznej. Dla wygody rzeke
utozsamiamy z osia OX. O16z, izometria to funkcja postaci
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Czytelnika znajacego pojeciec mocy zbioru powinien zastanowi¢ fakt, ze moc tego zbioru izometrii
to 2°, podezas gdy moc zbioru izometrii plaszczyzny euklidesowej to tylko c.

Zbadanie metryki kolejowej dostarczylo przykladéw izometrii, ktore nie sg przeksztalceniami
plaszczyzny na plaszezyzne (). i

Nastgpna metryka, ktéra si¢ zajmowalem, to metryka miejska. Odlegloéé punktéw to suma
euklidesowych odlegiosci wspolrzednych (rys. 4). Okregi w tej metryce wygladaja jak brzeg
kwadralul (rys. 5).

b
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Rys. 4, Odleglosc 4 = (X4, Ya)i Rys. 2
B=f"ff(BJ B = (Xp, Yp) w metryce miejskiej jest réwna
. | Ya—Xgl + |¥a—¥gl.
E x Nietrudno sprawdzi¢, ze zbior K przeksztalcen skladajacych sie z
. — przesunied,
D o — odbi¢ wzgledem osi ukladu wspolrzednych oraz prostych nachylonych do osi OX pod katem

* 45%1 135°,

2 oA £ ‘ — obrotéw o wielokrotnosci 90° wokol poczatku ukiadu wspolrzednych oraz ich zlozen,
* B < skiada si¢ z izometrii tej przestrzeni metrycznej przeksztalcajacych plaszezyzne na plaszczyzne.
. g Wprawdzie izometrie mozna wskaza¢ bez trudu, to jednak dowod, Ze s3 to wszystkie izometrie,
3 . sprawif mi pewna trudnosé.
S Metryka euklidesowa ma nastgpujaca wlasnosé: kazda trojka niewspoHiniowych punktow
wyznacza jednoznacznie polozenie punktu przez podanie jego odlegloéci od tych punktow,

Rys. Wilasnos¢ ta jest bardzo istotna, poniewaz dzigki niej obraz dowolnej trojki niewspolliniowych —

punktow wyznacza izometrig plaszczyzny. W metryce miejskiej nie istnieje trojka punktow

o podobnej wlasnosci. Jednak obrazy pewnej czworki punktow wyznaczajg izometrig w metryce
miejskiej,

Jak wigc poradzilem sobie z dowodem? Intuicyjnie oczywiste jest, ze w dowolnej izometrii

1° wierzchotki kwadratu (okregu w tej metryce) przejda na ,,wierzcholki okregu®;

27 obrazami sasiednich wierzcholkéw bedg sasiednie.

Aby dowiesc 1°, nalezy wierzcholki okregu wyréZnic metrycznie. Zauwazmy, ze odleglo$é
kazdych dwoch wierzcholkow jest rowna podwojonej diugosci promienia okregu. Nietrudno
sprawdzi¢, Ze nie ma innej czworki punktow okregu o tej wiasnosci. Fakt 2° wykazujemy
nastgpujaco. Narysujmy okregi o Srodkach w wierzcholkach okregu. Promienie ichniech beda
rowne promieniowi okregu (rys. 6 a, b). Widzimy, ze do czesci wspolnej okregow, ktorych
srodki sg sasiednimi wierzchotkami, nalezy nieskoriczenie wiele punktéw (rys. 6 b), natomiast
czeS¢ wspoina okregdw o $rodkach w przeciwleglych wierzchotkach to zbior Jjednoelementowy
(rys. 6 a). Dzigki roZnowartosciowosci izometrii otrzymuje sie wigc prawdziwos¢ 2°,

Rys. 9 Niech f bedzie izometrig tej metryki. Mozna sprawdzi¢, ze na mocy 1° i 2° istnieje
przeksztaicenie 7, nalezace do zbioru K, takie, ze f(P) = t(P), gdzie P€ {4, B, C, D}
(wierzcholki okregu, rys. 7). Zatem f~'fjest izometrig, ktorej punkty stale to A, B, C, D.
Punkty C, D, E, F to réwniez wierzcholki okregu (rys. 7). Poniewaz t=*f(D) = D i t~'f(C) = C,
wigc korzystajac z 1°12° mamy t~'f(E) = Eit~'f(F)lubt='f(E)= Ait~"f(F)= B. Druga

A mozliwos¢ odrzucamy, gdyz przeczy roznowartosciowosci izometrii. Podobnie uzasadniamy, ze
8 inne punkty tworzace krate (rys. 8) sa punktami stalymi izometrii 1 '/,
——i) » Zauwazmy, ze punkt P jest jednoznacznie wyznaczony przez podanie jego odlegiosci od

wierzchotkow kola, do ktérego nalezy (rys. 9), tzn. okregi o srodkach w wierzcholkach kola,
przechodzgce przez punkt P naleZacy do tego kola, nie przecinaja sie w innym punkcie.
I a b f Oznacza to, iz r~'f jest identycznoscia, czyli /= .

Rys. 10. Odleglosé punktow 4 = (X4, Y4) Gdy do opisu uzyjemy plaszczyzny liczb zespolonych, izometrie beda funkcjami Zmiennej
i B = (Xg, Yp) w metryce Czebyszewa zespolonej postaci ]

okreslamy jako max {|X4— Xgl, |¥Y4— ¥Yal !, f(2) = a* z+b lub f(z) = a- Z+b, gdzieae {1, —1, i, —ijibeC.

Ostatnia metryka przebadang przeze mnie jest metryka Czebyszewa. Odleglo$¢ okreslamy tu
jako maksimum odleglosci wspotrzednych (rys. 10a, b). Okregi w tej metryce wygladaja jak brzeg
kwadratu (rys. 11). W przypadku tej przestrzeni metrycznej skonstruowalem izometrie

z plaszczyzny z metryka Czebyszewa na plaszczyzne z metrykg miejska. Dzieki temu badanie
izometrii tej przestrzeni metrycznej sprowadzilo si¢ do badania izometrii poprzedniej

przestrzeni metrycznej. Czytelnikowi nie powinno sprawi¢ trudnosci sprawdzenie, ze takim

oy przeksztalceniem jest obrot plaszczyzny wokol poczatku ukladu wspolrzednych o kat 45°,

1
ztozony z jednokladnoscig o Srodku w poczatku uktadu i skali ——,
y2
| Dziwactwem tego artykulu byly kwadratowe okregi — zapewne Czytelnik uwierzy (a moze

i sprawdzi), Ze istniejg metryki, w ktorych okregi sa szeSciokatami, ale, o dziwo, nie istnieje
Rye. L mefryka, w ktorej okregi sa trojkatami rownobocznymi.




