Rozwiazanie zadania z Malej Delty.

Rozwiazanie zadania M 496. Rozpatrzmy dwie
dowolne dziury, Zbior punktow przestrzeni
réwno adleglych od srodkdéw obu dziur jest
plaszezyvzng; punkty, polozone blizej jednej

2 dziur, tworzg polprzestezen, Kidra jest
zhiorem wypuklym. Wielodcian, zawierajacy
dang dziureg, jest zbiorem punktow, ktorych
odleglodci od Srodka danej dziury s§ mnigjsze
niz od srodkdw pozostalych dziur. Taki
wiclodeian jest wypukly, poniewaz jest czgicig
wspding zbiordow wypuklych (pélprzestrzeni).

Rozwigzanie zadania M 498, Przypuscmy, e
pionkdw jest skonczenie wiele i rozpatrzmy
najwyzszy wiersz szachownicy, w ktérym
jeszcze sq pionki. Ostatni pionek z lewej strony

musi mied co najmnic] pigciu sasiadow — wiedy

jednuk mi sasinda z lewe] — spraecznese
Liatwe cobucesé, 2e liczby 5 wsformulowaniu
sudaniy nie Ja gig zastapic przez mniejszi.

O pewnym hokus-pokus w kombinatoryce

Dr Jerzy RUTKOWSKI

Jednym z dzialow kombinatoryki jest teoria tozsamosci kombinatorycznych, czyli takich
tozsamosci, w ktorych wystepuja symbole Newtona (k) Do tozsamoSci kombinatorycznych
naleza np. rownosci
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Teoria tozsamosci kombinatorycznych jest bogata w metody 1 wyniki (utworzona przez
matematyka amerykariskiego Goulda lista najwazniejszych tozsamosci kombinatorycznych
zawiera ich 500). Z tozsamosci kombinatorycznych korzysta sig w rachunku prawdopodobienstwa,
teorii grafow, algebrze abstrakcyjnej, analizie matematycznej i w innych dzialach matematyki.

Przypomnijmy, ze jesli x e N, to
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I, jesli k= 0.
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Powyzsze okreslenie wartosci symbolu Newtona ma sens dla dowolnej (nickoniecznie naturalnej!)
. X
liczby rzeczywistej x. Stuzy wiec ono za definicje wartosci (k) dla dowolnych x eR, ke Nu {0}.

Jako tatwe ¢wiczenie polecam Czytelnikowi sprawdzenie, ze
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Przyporzadkowanie dowolnej liczbie x € R przy ustalonym k € Nu {0} wartosci (;) jest funkcja.

Oczywiscie funkcja (;) jest wielomianem stopnia k. Np.
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(0)—1, (I)—A. (2)—2(x x), (3)— 12-3 -6(x 3x?+2x).

Rowniez dla tak ogolnych symboli Newtona stuszne sa pewne toZzsamosci. Dla przykiadu
sprawdzimy, ze

x x x+1
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(poréwnaj te tozsamosé z (1)). Jedli k = 0, to (3) redukuje si¢ do rownosei 1+x = x+ 1. Jesli
za$ keN, to
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A oto dalsze przyklady:

(5 Z(x:k)=(x+:+')—1 (neN, xeR).
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Przejd#my wreszcie do naszego hokus-pokus. Otoz zaklecie & (,,4" jak hokus-pokus) przemienia
w Scisle okreslony sposob wielomiany w liczby. Jesli w jest wielomianem, to A(w) Jesl jego

wspolczynmklcm przy zmiennej w pierwszej potedze, czyli jesli w(x) = co+crx+ ... +epx",

to h(w) = e,.

Zaklecie to ma bardzo pozadang wlasno$¢ — jest ono liniowe. Oznacza to, ze dla dowolnych liczb
by, ..., by i dowolnych wielomianow w,, ..., W, zachodzi rownosé

hby - wit oo +barwn) = by AW+ ... 4ba - B(wy).



FIZYCZNE NOLWINKI

Redaguje dr hab. Andrzej HENNEL

CO NOWEGO W
KWAZIKRYSZT AL ACH ?

Kwazikrysztaly sa to krysztaly o
"niedozwolone” przez prawa klasyczne)
krystalogratii symetru. Jako pierwsze
odkryto. kwazikrysztaly o symetru
pleciokrotne) zbudowane z 14% manganu |
86% alurminium (patrz artykul w Delcie nr 8
2z 1986 r ), a péznie) 2 innych stopdw
metali przejéciowych. W 1985 roku Leonid
Benderski z Uniwersytetu w Baltimore
{Maryland, USA) wykonal serig badan
stopéw manganu i glinu za pomoca
mikroskopu elektronowego o wysokie)
2delnosc rozdazieleze). Udowodnil on, iz ze
werostem koncentracj rnanganu
kwazikrysztaly o symetru pigciokrotne)
“przechodzy” w kwazikrysztaly o os
dziesigciokrdtne). Nastepnie mieszana grupa z
Politechniki w Zurychu (Szwajcaria) i
Unrwersytetu w Nagoja (Japonia) znalazia
badajac stopy niklu | chromu pewne dowody
na istnenle kwazikrysztalow o symetril
dwunastokrotne] Z kolel do badan wigczyl
si¢ uczenn z Laboratorium Mikroskopil
Elektronowe) Chirskie) Akadermn Nauk w
Pekime, ktérzy najpierw potwierdzili fakt
istruerna kwazikrysztalow o syrmetru
dziesigciokrotne ). Ostatnio zas oplosili o
odkryciu kolejnegs, nowegn gatunku
kwazikrysztalow o symetri osmuckrotne)
(Warts dodad, ze rnozliwosd stnierua takich
kwazikrysztalow byla w 1986 roku
postulowana w pracach teoretycznych ) Sa
to znéw stopy metali przejsciowych o
skladach CroNig5iy oraz VgNijo5S
Otrzymywano Je w postaci cienkich warstw
przez gwaltowne schladzanie rozpylonych
metali i krzemu. Nasteprie probki byly
badane przy uzyciu dyfrakcii elektronéw
oraz mikroskopu elektronowego o wysokiej
zdolnosei rozdzielezej (okolo 0,25 nm).
Otrzymane widma dyfrakeyjne wykazuja
bardzo wyraznie symetrie odmiokrotna, Ten.
53 1dentyczne po obrocie o kat 2n/8 czyl
45°. Z kolei obrazy otrzymane w

transmisy jnym mikroskopie elektronowym
wykazuja brak symetrii periodycznej, co
Jest wspdlna cecha wszystkich
kwazikrysztalow. Obrazy te moga byd
natomniast symulowane za pomocs
nigperiodyczne] sieci otrzymanej z
kwadratéw oraz rombéw o identycznym jak
kwadraty boku i kacie 45°. Latwo narysowad
sobie taka sie¢ i przekonac sie, 2e istniejs w
niej purnkty o symetrii o$mickrotne].
Obecnie jedynie slawny chemik i
krystalograf, laureat nagredy Nobla, Linus
Pauling w dalszym ciagu konselowentnie
twierdzi, ze kwazikrysztaly nie istnieja’i
usiluje wyjasni¢ istniejace dane
eksperymentalne przez wystepowanie w nich
tzw. wielokrotnych zblizniaczeri. Natorniast
wigkszode krystalograféw i fizykew ciala
stalego przekonana duza iloscia fakidw
eksperymentalnych, jak i analiz
teoretycznych "pogodzila sie” z faktem
realnego istnienia kwazikrysztaléw, Zapewnie
wige w nowych podrecznikach z fizyki
kwazikrysztaly znajda nalezne sobie miejsce.

Fakt ten wynika wprost z definicjl & oraz z okreslenia odpowiednich dzialan.
Istotna role w naszych czarach odgrywac bedzie nastgpujace
Twierdzenie. Niech a bedzie dowolna liczba rzeczywista i niiech & € N. Wtedy
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A oto dowdd. Z definicji symbolu Newtona mamy
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jesli a ¢ {0, 1,
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Zauwazmy. ze po wykonaniu mnozen w iloczynie dwumianow (x+a;) - (x+az) - (x4 ay)
otrzymamy wielomian, ktérego wspolczynnik przy x jest suma k iloczynow postaci

PN O R ¢ 1 R T cax(j= 1,2, ..., k) —niech Czytelnik sprawdzi todla k = 2,3 i 4.
Rozwazmy teraz dwa przypadki: :
Przypadek I — ktoras z liczb ay, ..., ax, np. day, jest zerem. Wtedy wszystkie iloczyny zawierajace
czynnik a; sa rowne 0 i wspolezynnik przy x redukuje si¢ do jednego iloczynu
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Przypadek II — kazda z liczb a,, ..., @ jest rozna od 0. Wspomniang wyzej sume iloczynow
mozemy w tym przypadku przeksztalci¢ nastgpujaco
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Stad dla naszego wielomianu % mamy
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Z twierdzenia tego widad, e zaklecie A przemienia kazdorazowo wyrazenie kombinatoryczne
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To konczy dowdd naszego twierdzenia.

x+a e = ; R = i ; A 2 g
( " ) w wyrazenie rowniez kombinatoryczne. Teraz, gdy jesteSmy juz wtaiemniczeni w dzialanie

zaklecia h, mozemy przystapi¢ do robienia sztuczek. Wezmy jako rekwizyt tozsamosc¢ (4).
Zaklinajac lewa strone réwnosci (4) otrzymujemy
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a zaklinajac strone prawa (4) dostajemy
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W efekcie otrzymaliémy nastepuiaca, zupeknie r;iepodobnq do (4) tozsamo$¢ kombinatoryczna:
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Jesli w réwnosei (4) podstawimy x—1 w miejsce x (wszak (4) jest rownoscia wielomianow), to
otrzymamy nastepujaca lozsamosé wyisciowa
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Czyniac teraz hokus-pokus, otrzymujemy tozsamos$é
. & 1 1
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(szczegbly pozostawiam Czytelnikowi).
Czytelnik moze tez sprawdzic, ze z (5) mozna wyczarowac tozsamosé

n k 1 n+1
;;2:— T=(:r+l)2— (reN).
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Np. dla #n = 4 zachodzi rowno$¢
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Takich zastosowan funkcji £ (bo czymze jest A, jak nie funkcia?) jak te powyisze mozna wskazac¢
jeszcze wiele.
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Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 496. Udowodﬁié, ze prostopadloscienny ser szwajcarski mozna rozcigé na wielosciany wypukle
w taki sposob, by w kazdym z nich znalazla si¢ dokladnie jedna dziura (dziury sg kuliste).
Rozwigzanie na str. 10

M 497. Niech x > 0 bedzie liczba niewymierna. Udowodnié, ze migdzy kazdg para kolejnych
liczb naturalnych znajduje sig¢ doktadnie jeden wyraz jednego z ciagow

1+x, 2(1+x), 3(1+x), ...
1 1 1

1+ —, 2(I+—), 3(1+—),
x x x

M 498. Na nieskonczonej szachownicy ustawiono pionki w taki sposob, ze kazdy ma co najmniej
pieciu sasiadow (przyjmujemy, Zze kazde pole ma osiem pol sasiednich). Udowodnié, ze pionkow
jest nieskoficzenie wiele.

Rozwigzanie na str. 14

(Wilodzimierz Smoleniski)
Rozwigzanie na str. 10

\ Redaguje dr Rafal STARONSKI
| ! > F 238. Miedzy dwa polaryzatory P i P’ (patrz rysunek), ktorych osie (kierunki polaryzacji
|_| 777777777 777771 I—' $wiatla przepuszczanego przez pryzmaty) tworza kat 45°, wstawiona jest rurka o dh.lgoéci“
g l_l | PIVIIIRTIIIITIE| L_| 0 ! = 0,5 m wypelniona dwusiarczkiem wegla CS,. Zewnetrzne pole magnetyczne o indukeji B
= P! skierowane jest rownolegle do osi rurki. Jakie powinny by¢ zwrot i warto$¢ wektora B, aby jak

najwigkszy strumien swiatla docieral z punktu S do punktu O? Co sig¢ stanie, gdy zamienimy
polozenia Zrodla $wiatla S i punktu obserwacji O bez zmiany pozostatych elementow ukladu?
Stala opisujaca zalezno$¢ kata skrecenia plaszczyzny polaryzacji Swiatta w CS; od dlugosci drogi
$wiatla i natezenia pola magnetycznego (stala Verdeta) wynosi V = 42"- 10 T-' - m~'.
Rozwigzanie na str. 17 '

F 239. Jadro atomu wodoru (proton) i jadro atomu deuteru przyciagaja elektron z takg sama
sila. Czy widma obu atomow beda takie same? -

. .

Rozwigzanie na str. 14
i2



