0s obrotu

Rys. 1. ’I'Iray kulki A, B i C polaczone
sztywnymi pretami stanowig makroskopowy
model molekuly liniowej. O3 symetrii tego
ukiadu (0 z na rysunku) jest, oczywiicie, jego
osig gléwna. Pozostale dwie osie gléwne (x i ¥)
s prostopadie do osi symetrii i przecinajg

ja w érodku masy Rum. Jesli srodek ladunku
Rg ukiadu nie pokrywa sig ze Srodkiem masy,
10 obrét wokdt osi x (jak na rysunku)
spowoduje efektywny ruch tadunku
wypadkowego po okregu.

* Patrz M. Kopernik O obrotach sfer
niebieskich (pierwsza czed¢ ukazala sig
w ubieglym roku nakladem Ossolineum).
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O obrotach cial niewielkich (1)

Dr Jacek DOBACZEWSKI
Dr hab. Witold NAZAREWICZ

Wszyscy wiemy, ze Ziemia sie krgci*. Wirowa¢ moga tez mniejsze ciala, jak na przyklad grajace
baki, jojo, hula-hoop oraz latajace talerze. Czy mozemy jednak zaobserwowaé wirujaca molekule?
atom? jadro atomowe? A jakze — mozZemy. Obroty cial niewielkich maja jednak swoje cechy
szczegdlne, jakich prozno by szukaé¢ w makro$wiecie. Zapytacie, jakie? Zaraz, zaraz, najpierw
przypomnijmy sobie, jak opisuje si¢ obroty ciat ,,zwyklych™.

Obrot ciata charakteryzujg trzy wielkosci fizyczne: predkos¢ katowa @, moment pedu 7 i moment
bezwladnosci J. Uklad wspélrzednych mozemy zawsze wybrac w taki sposob, aby skladowa Ix
momentu pedu zalezala tylko od skiadowej x predkosci kgtowej i aby tak samo bylo dla
skladowych y i z (uklad osi gtownych):

(£5] I =Jone By =ty T =Jhns,

Liczby Ji, J, i J. nazywamy gléwnymi momentami bezwladnosci ciala sztywnego. Energie ruchu
obrotowege mozemy obliczyé ze wzoru:

IZ I3 12 1

1 1
(2a) Eopr = —'2J—x+ 27, + 3. = ?wai‘f"?-frwf‘i"?]zwf,
ktory w przypadku J. = J, = J. = J sprowadzi si¢ do
(2b) Egpr = I2[2J.

Ruch ciala sztywnego — nawet wtedy, gdy nie dzialaja na nie zadne sily — moze by¢ bardzo
skomplikowany. Pewne wyobrazenie o jego zlozonosci mozemy uzyska¢ wprawiajac w ruch
obrotowy podrzucany w reku przedmiot. Ruch ten wyglada ,,prosto”, gdy uda nam si¢ wprawic¢
cialo w obréot wokol jednej z jego osi glownych. Wtedy o$ obrotu nie zmienia swojego kierunku
w przestrzeni, a wektory predkosci katowej i momentu pedu sa rownolegle. Jeli cialo ma trzy
rozne gléwne momenty bezwladnosci J. > J, > J., to nie bedzie sig ono trwale obracaé wokél
osi o poérednim momencie bezwladnoéci J, — obrotami stabilnymi mogg by¢ tylko obroty wokoét
osi 0 najmniejszym i najwiekszym momencie bezwiadnosci.

Zajmijmy sie teraz cialami, dla ktérych dwa gléwne momenty bezwladnosci sg identyczne,

a trzeci jest inny (ciata takie nazywa si¢ bakami symetrycznymi). Przyjmijmy, ze Jx = J, > J..
Rysunek 1 przedstawia cialo, ktore jest bakiem symetrycznym. S to trzy kulki 4, B i C polaczone
sztywnym pretem. Osig glowna tego ciala bedzie, oczywiscie, jego os symetrii OZ polozona
wzdluz preta oraz dowolne dwie osie prostopadle lezace w plaszczyZnie prostopadiej do OZ.
Poczgtek ukiadu wspolrzednych umiesciliSmy w $rodku masy ciala oznaczonym na rysunku

przez Ryy. Zaldézmy rowniez, ze kulki natadowane sa tadunkami Q4, Oy i Qc. Na osi 0Z
zaznaczyliSmy $rodek tadunku tego ciala, Rq.

Moglby sie ktos zapyta¢, po co ,,komplikowac” nasz przyklad przez dodanie {adunkow
elektrycznych. Jakie to ma znaczenie? -

Jak wiadomo, fadunek elektryczny (lub ukiad ladunkéw) poruszajacy si¢ z przyspieszeniem
wysyla falg elektromagnetyczna.

Czestotliwo$C tej fali zalezy od ruchu ladunku, natomiast rozklad katowy promieniowania
okreslony jest przez rozkiad przestrzenny ladunkow Zrédlowych. Najprostszym przykladem jest
promieniowanie dipolowe wysylane przez ladunek drgajacy wzdluz prostej lub przez elektrony
w antenie (dipol elektryczny). Skomplikowany uklad ladunkéw moze wysyla¢ promieniowanie

o bardzo zlozonym charakterze (kwadrupolowe, oktupolowe i in.). Jedli obracajace sig cialo jest
naladowane, bedzie, oczywiscie, emitowalo fale elektromagnetyczng, gdyz ladunki elekiryczne
znajdujgce si¢ w ciele poruszaja sie z przyspieszeniem. Z promieniowaniem zwigzana jest energia
pola elektromagnetycznego, ktéra wysylana jest w przestrzen. Zgodnie z zasadg zachowania
energii cialo bedzie stopniowo tracilo energie ruchu obrotowego, bedzie hamowane przez
promieniowanie. W tym miejscu bystry Czytelnik moze zada¢ pytanie: a co si¢ stanie z momentem
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Rozwigzanie zadania M 497, Czesé calkowita
liczby a bedziemy oznaczad przez [a].
Zauwaimy, ¢ zaden z wyrazow obu ciagow
nie jest liczbg calkowitg. Niech n bedzie liczba
naturalng. Jest [n/(1 + x)] wyrazéw pierwszego

ciagu mniejszych oed n i |n |( 14 —-]] wyrazow
| X

drugiego ciggu mniejszych od m.
Jednakie

o 4

x
|
+|a
Ed

T

H

Liczby n/(1+ x) i "."I{I + —) majg niezerowe
| i

czesci ulamkowe, ktérych suma na mocy
powyzsze] réwnosci wynosi 1. Zatem

[l (1 +x'}]+[n/(| + %)

n—1 wyrazéw obu ciagdw mniejszych od mim
wyrazow mniejszych od n+ 1, co konczy
dowadd.

= n—1, czyli jest

.
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Rys. 2. Molekula dwutlenku wegla CO4.
Odleglosci miedzy jgdrami podanc sa na
rvsunku w angstremach. Linig przerywang
zaznaczono schematycznie rozmiar obszaru
zajmowanego przez elektrony molekut. Male
kulki rep ujace jadra at we 54,
oczywitcie, na rysunku duzo za duge.

Rozwiazanie zadania F 239, Atom deuteru ma
Jadro dwa razy cigzsze od jadra atomu wodoru.
Jesli preyjmiemy, Ze elektron porusza si¢ wokdl
nieruchomego jadra, 1o oba widma powinny
byé identyezne. W rzeczvwistosci elektron
1 jadro poruszaja sie wokol wspélnego srodka
masy. Poziomy en¢rgetyczne takiego ukladu s3
identycene z poziomami energelycznymi ciala
o fadunku rownym ladunkowi elektronu e
i masie

Mm

B —-ip—" -y
B M+m

gdzie M — masa jadra, m — masa elektronu.
Energia folonu wypromieniowanego przy
przejsciu ze stanu opisanego liczbg kwantowa
ny do stanu my (M > ng) wynosi

I 1
R Ty
mifa 8egh? |\ n? ng
gdzie £, — przenikalnodé dielekiryczna prozni,

h —stala Plancka. Widma obu atomow beda
wigt rozne.

pedu? Przeciez jesli na cialo nie dziala zewnetrzny moment sil, moment pedu baka nie powinien
ulec zmianie. Nie uwzgledniliSmy jednak tego, Ze z falg elektromagnetyczng tez zwiazany jest
moment pedu. A zatem wysylane promieniowanie zabiera zarowno energie, jak i moment pedu
baka. I nie ma paradoksu.

Wrocmy teraz do przykiadu z rysunku 1. Wprawmy nasze ciato w obrot wokol osi OX i spojrzmy
na nie z kierunku wyznaczonego przez o§ OY. Co widzimy? Oto wokdl pewnego nieruchomego
punktu w przestrzeni (R,) drga punkt Rg, w ktorym jest umieszczony wypadkowy ladunek

Q = Q,+0Qs+Qc. Jaki efekt musi sie pojawi¢? Oczywiscie, uklad bedzie emitowat
promieniowanie elektromagnetyczne. Poniewaz promieniowanie to pochodzi od obracajacego si¢
dipola elektrycznego, bedzie to promieniowanie dipolowe. Rozpatrzmy teraz sytuaci¢, gdy masy,
Jadunki i odlegloéci miedzy nimi s3 takie, ze érodek masy i $rodek ladunku znajduia sie w tym
samym punkcie. Teraz nie ma juz wirujacego dipola elektrycznego. Uklad wyglada raz jak
ladunek skupiony blisko punkiu Rg = Ry (wtedy, gdy pret ustawiony jest w naszym kierunku),
a raz jak ladunek rozlozony po obu stronach tego punktu (wtedy, gdy pret jest ustawiony
prostopadle do kierunku, z ktorego patrzymy). Wyglada to zupehie jak pulsowanie ladunku na
boki i do $rodka. Taki zmienny rozklad ladunku bedzie réwniez Zrodlem fali elektromagnetycznej
— bedzie emitowal tzw. promieniowanie kwadrupolowe.

PrzejdZmy teraz do Swiata drobin i molekul. S3 one ukladami atomoéw zwiazanych sifami
elektromagnetycznymi, ktore utrzymujg atomy sktadowe w okreslonych wzajemnych
odleglosciach. Dla przykladu rozwazmy czasteczke dwutlenku wegla CO,. Ma ona budowe
liniowa, przy czym atom wegla znajduje si¢ miedzy atomami tlenu i w stanie rownowagi
polozony jest dokladnie w srodku masy czasteczki (rys. 2). Ze wzglgdu na symetrig ukladu
moment dipolowy tej czasteczki jest w stanie rownowagi dokladnie rowny zeru. Odleglosci
miedzy atomami tlenu a atomem wegla wynosza 1,16 A (1A = 10~'° m), sa wiec male i do
rozwazanego ukladu trzeba stosowa¢ prawa mechaniki kwantowej opisujacej uklady
mikroskopowe. Okazuje sig, ze energia ruchu obrotowego kwantowego baka wyraza si¢ wzorem
podobnym do wzoru (2b). Jedyna roznica polega na tym, Ze moment pedu ukladu
mikroskopowego jest skwantowany, czyli moze przyjmowac tylko pewne szczegolne wartosci:

(3) PSR = TN #E S da I'=90,1,2,3,...,

edzie £ jest stala Plancka (i = 1,05- 10~3* J - 5), natomiast liczbe calkowita / nazywamy liczba
kwantowa momentu pedu. Energi¢ obrotowa czasteczki mozemy wiec przedstawi¢ w nastepujacy
sposéb:

X
4) Eupel) = 31(14'1).

Zbiér dyskretnych stanéw (pozioméw) rotacyjnych tworzy pasmo rotacy_]m: Zgodnie ze wzorem
(4) roznica energii kolejnych stanéw pasma:

ﬁz
=B == =
(5a) Eope(I)— Egpe(I—1) = 21 o
lub
hz
(5b) Eopy(I)— Eope(I—2) = 2(21—'1)?,

jest liniowa funkcjg liczby kwantowej momentu pedu /. Uklad kwantowy przechodzac z danego
poziomu na poziom nizszy emituje kwant promieniowania elekiromagnetycznego. Energia tego
kwantu musi by¢ dokladnie réowna réznicy energii miedzy poziomami, a moment pedu kwantu
musi byé dokladnie réowny réznicy momentéw pedu dwu pozioméw. W kwantowej teorii pola
elektromagnetycznego fale elektromagnetyczng mozemy opisa¢ jako zbiér czastek, fotonow.
Foton ma energie fiw, ped fiw/c oraz moment pedu, ktory jest wielokrotnoscia #. Najmniejszy
moment pedu fotonu rowny jest 14 i foton taki nazywamy fotonem dipolowym. Fotony

o momencie pedu 2/ nazywa sie fotonami kwadrupolowymi, o0 momencie pedu 34 —
oktupolowymi, itd.

Analizujac promieniowanie emitowane z gazowego dwutlenku wegla mozemy zaobserwowac
kwanty o okreslonych energiach i okreslonych momentach pedu i z tych obserwacji ,,ulozy¢"
cale pasmo rotacyjne. Wyniki takiego pomiaru przedstawione sa na rysunku 3a. Jak widzimy,
pasmo rotacyjne sklada si¢ wylgcznie ze stanow o parzystych momentach pedu. Energie
emitowanych kwantow promieniowania przedstawione sa na rysunku 3b. Ze znakomita
dokladnoscig rosna one liniowo wraz ze wzrostem momentu pedu — upewnia nas to o tym, e
znalezli§my prawdziwe pasmo rotacyjne. Dwutlenek wegla emituje wylacznie kwanty o momencie
pedu 24. Dlatego momenty pedu stanéw w pasmie zmieniaja sig co 2, a stanOw o nieparzystym
momencie pedu po prostu nie ma. Przypomnijmy sobie nasza analize ukladu kul na precie —
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wystgpowanie promieniowania kwadrupolowego przekonuje nas o tym, ze czasteczka dwutlenku
wegla nie ma momentu dipolowego, a wigc potwierdza to hipoteze. Ze atomy tlenu polozone sq
symetrycznie po dwu stronich atomu weela.

o

30 e 30 4
Rys. 3. Pasmo rotacyjne gazowego dwutlenku = ) |
wegla CO; (a) otrzymane z jego widma <
absorpeyjnego (b). g
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—_ Czasteczka CO; jest bialym krukiem w swiecie molekul — wigkszos¢ z nich ma w rownowadze
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niezerowe momenty dipolowe. Dla przykladu popatrzmy na wyniki pomiaru promieniowania
tlenku azotu N,O (rysunki 4a i 4b). Pasmo rotacyjne zawiera teraz poziomy o wszystkich liczbach
kwantowych [I; réznice momentow pedu miedzy koleinymi poziomami sa réwne 1, a wiec kazdy

z kwantéw promieniowania musi unosi¢ moment pedu 14. Czasteczki N,O emitujg wiec
promieniowanie dipolowe, a zatem maja w rownowadze niezerowy moment dipolowy. Jest tak
dlatego, ze w czasteczce tlenku azotu atomy azotu s3 po tej samej stronie atomu tlenu (rys. 5).

E a
h_c_ | —10 b
fem™) =
o ’ E B 5
== Ris. 4. Pasmo rotacyjne gazowego N,O (41,0
oirzymane z widma absorpeyjnego (b). g
é 25
B —ta 7 .
g
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20F - Dotychczas mowilismy tylko o obrotach wokot osi prostopadlej do osi symetrii. Uklad pretow
i kul makroskopowych, o jakim mowiliémy na poczatku, moze sie, oczywiscie, obracaé rowniez
—YiE i wokot swojej osi symetrii. Mozna byloby wiec oczekiwaé¢ podobnego ruchu w przypadku
] S 2 ukladu mikroskopowego. Natrafiamy tu jednak na powazny problem zwiazany z niemoznoscia
odroznienia czasteczki liniowej od takiej samej czasteczki obrdconej o jaki$ kat wokot osi
"'_'g symetrii. W przypadku ukiadu pretow i kul rozroznienia takiego mozemy dokona¢; na przyklad
ol ==._-U? stawiajgc pgdzelkiem mala kropeczke na jednej z kul uktadu i obserwujac jej polozenie.
NoO Czasteczki liniowe maja idealng symetrig obrotows i z punktu widzenia mechaniki kwantowej
£ 04182 (1) ruch obrotowy wokot ich osi symetrii po prostu nie istnieje. Natomiast kazde odstepstwo od
fie; " liniowosci czasteczki prowadzi do pojawienia sig kilku pasm rotacyjnych.
’/’“"‘" TR ‘\\ Znajac energie emitowanych kwantow i warto$c stalej Plancka mozemy wyznaczyé¢ momenty
| N Nj .O 1 bezwladnosci rozmaitych molekul. Dla naszych-czasteczek CO, i N,O wynosza one odpowiednio
\ 115 123 / 0,72+ 10~** kg - m* oraz 0,67 - 10~** kg - m?, a wiec s3 bardzo male. Nie oznacza to jednak, 7e
\..‘___‘,-,,_‘____,-—...__-" czasteczki obracaja sig wolno! Aby przy tak malym momencie bezwladnosci méc zmagazynowaé
,»az” jednostke # momentu pedu, musza one wykonywaé okoto 10'° obrotow na sekunde, co przy
Rys. 5. Molekula tlenku szotu,

ich malych rozmiarach wymaga, by skrajne atomy poruszaly si¢ z catkiem spora predkoscia
kilkunastu metrow na sekunde. Z jeszcze wigkszymi predkos$ciami katowymi wiruja jadra
atomowe!
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Rozwazmy nastgpujace zadanie: od danej liczby parzystocyfrowej, ktorej pierwsza cyfra jest
wigksza od ostatniej, odejmijmy liczbg powstata z wyjsciowej przez zapisanie jej cyfr w odwrotnym
porzadku. Do otrzymanej w ten sposob liczby dodajmy liczbe z niej powstala znéw przez
zapisanie jej cyfr w odwrotnym porzadku (jesli roznica miala mniej cyfr niz liczba, z ktorej
startowali$my, to dopisujemy jej na poczatku 0 i dopiero ,,odwracamy”). Okazuje sie, ze jesli
zaczynaliSmy od liczby 2a-cyfrowej, to w 45" przypadkach nasze postepowanie da w wyniku
liczbg 2n-cyfrowa skladajaca sie z samych dziewiatek. Wynik taki otrzymamy, jezeli tylko liczba,
od I;térej rozpoczelismy, spelnia nastepujace warunki (a; 0znacza i-ta od kofica cyfre danej

liczby) -

Gan > dy, Gzn-y < A2, Qau-z > @3, ..., 0x41 > A, jeSli n nieparzyste,

. a duyq < an, gdy n parzyste.
Jesli za$ liczba nie spelnia powyzszych warunkéw, to opisane postgpowanie prowadzi do liczby,
w ktorej zapisie nie wystepuja cyfry 2, 3, 4, 5, 6, 7. -

Wynik ten wraz z dowodem przekazal nam pan Tadeusz Boncler. Sadzimy, ze publikowanie
dowodu zepsuloby Czytelnikom przyjemnosé, jaka bedzie przeprowadzenie go samodzielnie.



