Zawsze 47
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Drogi Czytelniku, pomy$l sobie dowolna liczbe naturalng, pomnoz ja przez 87 i dodaj 1341 na
koniec wez reszte z dzielenia przez 261. Z otrzymanym wynikiem powtorz wczesniejsze operacje,
tzn. pomnoz go przez 87, dodaj 134 i wez resztg z dzielenia przez 261. Jesli si¢ nie pomylites,

w wyniku powinienes dostaé liczbe 47. Opisane operacje arytmetyczne, wykonane dwukrotnie,
przeprowadzaja wszystkie liczby naturalne w liczbg 47. A oto wyjasnienie tego zjawiska.

Oznaczajac przez x, pomys$lana na poczatku liczbeg, a przez x, rezultat pierwszej operacji,
wykonane dzialania mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:

(87x0+134) mod 261
(87x,+134) mod 261 = 47.

X1,

Powyisze dzialania sa szczeg6élnym przypadkiem nastgpujacego prdcesu iteracyjnego:

(1) Xn+1 = (Axn,+B) mod C,

gdzie A4 i B sa liczbami naturalnymi mniejszymi od C. )
Dla zadanego x, powyzsze iteracje generuja ciag (x»)qZ 1, ktorego elementami sg liczby
naturalne ze zbioru {0, 1, ..., C—1}.

Wprowadzajac funkcje

@) f(x) = (Ax+B) mod C

mozemy rownanie (1) przepisa¢ w postaci x,+1 = f(xn).
Funkcja f(x), okreslona dla liczb naturalnych wzorem (2), moze by¢ rozszerzona na cala o$
rzeczywista za pomoca wzoru

f(x) = Ax+B—C [(4x+ B)/C],

gdzie [x] oznacza czes¢ catkowita liczby x. Wykres tej funkcji sklada si¢ z odcinkéw linii
prostych nachylonych pod katem, ktorego tangens wynosi 4 (rys. 1). Jak latwo zauwazyc, okres
tej funkcji jest rowny T = C/A.

Teraz n-ty element x, mozemy wyrazi¢ przez element x, jako wynik nastgpujacej superpozycji

C)) xn=fofo...o0f(xo) = f"(xo).
Postugujac si¢ indukcja matematyczng i korzystajac z oczywistej relacji
(a+kc)mod c =amodec, kEeN,

mozna wyrazi¢ n-krotne zlozenie funkcji f'za pomoca wzoru

A
(5) Xn = f"(x0) = (A"Xo+ 1

1
: B\) mod C.

’

Gdy A jest wigksze od 1, wtedy wykres kolejnych superpozycji funkcji f bedzie si¢ sktadaé
z coraz bardziej stromych odcinkow (rys. 2). Okres n-tej superpozycji f" jest rowny

(6) T™ = ClA",
czyli [Mx+T™) = f7(x).

Gdy n roénie, okresy funkcji /" maleja. Gdy dla pewnego N zdarzy sie, ze odcinek jednostkowy
bedzie zawieraé calkowita wielokrotno$¢ odcinkow diugosci T™:

@ 1= KT™ = KC/4", KEeN,
Y+ = ).

W szczegolnosci, N-ta superpozycja funkcji f bedzie przyjmowac tg sama warto$¢ dla wszystkich
liczb naturalnych:

wOwCzas

fY¥(x)|N = x* = const.

Warunek (7) oznacza, e istnieje taka liczba N, ze N-ta potega liczby A dzieli si¢ bez reszty
przez C:
8) AV=0 (mod C).

Poniewaz kolejne zlozenie z funkcja f nie zmieni juz wartosci x* (bo okres kolejnego zlozenia
funkcji £ zmniejszy sie 4 razy i odcinek jednostkowy bedzie zawieraé A razy wigcej odcinkow
o dlugosci C/A™*+1), wigc liczba x* jest punktem stalym odwzorowania f

f(x*) = x*.

Wartodé tego punktu stalego mozemy otrzymac ze wzoru (5) podstawiajac szczegblng wartosé
Xo = 0:

' A"—1
) x* = ( : B) mod C.
Podsumowujac: gdy znajdziemy liczby 4, C i N bedace rozwiazaniem réwnania (8), wowczas
N-ta iteracja okreslona przez (1) dowolnego naturalnego elementu poczatkowego xo bedzie rowna
liczbie x* danej przez rownanie (9). W przykladzie podanym na poczatku mielismy 4 = 87 =
=3-29, C = 261 = 3%-29, tak wigc rownanie (8) jest spetnione dla N = 2, a z (9) otrzymujemy
wtedy x* = ((87+1) - 134) mod 261 = (11792) mod 261 = 47. Oczywiscie Czytelnik moze
znale# wiele inaych rozwiazan rownania (8), bardziej ,,zto$liwych”, tzn. wymagajacych
wykonania wigksz2¢j liezby iteracji rownania (1) (np. dla 4 = 94, C = 6016 ilos¢ iteracji N jest
rowna 7).
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