Rysujemy czterowymiarowo
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Co przedstawia rysunek 1? Pierwsza prawdziwa odpowiedz brzmi:
pigciokat wraz z przekatnymi oraz pigé czworokatow (a wiec
wszystkie), jakie dadza si¢ z niego uzyskac¢ przez pominigcie
jednego wierzchotka i wychodzacych z niego odcinkow.

Druga prawdziwa odpowiedz brzmi: ostrostup czworokatny

z narysowanymi przekatnymi podstawy oraz cztery ostrostupy
trojkatne i lezacy w podstawie czworokat wraz z przekatnymi. -
Ktory z punktow A — E jest wierzchotkiem ostrostupa — mozna
sobie wybra¢. Tak wiec mozna w tym rysunku zobaczy¢ pigé
roznych ostrostupow. :

Zanim rozpatrzymy nastgpna prawdziwa odpowiedz, zastanéwmy
sig, jak to mozliwe, by prawdziwych odpowiedzi byto wigcej niz
jedna. Mozliwos¢ ta bierze sig z powszechnie przyjetej umowy
dotyczacej rysowania obiektow trojwymiarowych na (ptaskiej)
kartce papieru. Umowa ta orzeka, ze trzy rozne kierunki
narysowanych linii moga by¢ traktowane (odczytywane,
rozumiane) jako kierunki nie mieszczace si¢ w jednej
plaszczyznie. Umowa ta jest tak mocno ugruntowana, ze
przedstawiony na rysunku 2 szesciokat z pewnymi ,,dodatkami”
kazdy bedzie interpretowat przede wszystkim jako szescian, nawet
jesli nie bedzie obok zadnego objasnienia.

Skoro mozna (wbrew geometrii kartki papieru) przyja¢ umowe,
7e trzy narysowane odcinki sa parami prostopadfe, to czemu nie
mozna by umowié si¢ podobnie, gdy tych odcinkow jest cztery?
Oczywiscie, sytuacja taka moze by¢ wiernie zrealizowana dopiero
w przestrzeni czterowymiarowej. Jednak, mimo iz takiej
przestrzeni nie mamy pod reka, wykonywane zgodnie z ta umowa
rysunki beda sytuacje i figury czterowymiarowe przedstawiaty
rownie wiernie, jak ,,zwykly” perspektywiczny rysunek
przedstawia sytuacje i figury trojwymiarowe. Tak wigc rysunek 3
przedstawia czterowymiarowa kostke. Istotnie — z kazdego
wierzchotka wychodza (cztery) parami prostopadie i jednakowej
dlugosci odcinki.

Zbadajmy czterowymiarowa kostke blizej. Jesli pominiemy jeden
z kierunkow (np. wycierajac na otowkowym rysunku wszystkie
krawedzie majace ten kierunek), to otrzymamy dwa szesciany
(rys. 4). Wniosek stad taki, ze czterowymiarowa kostka ma po
dwie $ciany szescienne prostopadie do kazdego z kierunkow
swoich krawedzi (tak jak sze$cian ma po dwie $ciany kwadratowe,
a kwadrat po dwa boki prostopadte do ,,opuszczonego™ kierunku).
Lacznie zatem (bo mozemy ,,0opusci¢”” dowolny kierunek) kostka
czterowymiarowa ma osiem jednakowych (bo krawedzie sa
rowne) Scian szesciennych, przy czym w kazdym wierzchotku
zbiegaja si¢ po cztery takie $ciany. W podobny sposob mozna
ustali¢, ze scian dwuwymiarowych (kwadratow) jest 24. Sa one
pogrupowane w 6 czworek rownoleglych, a w kazdym z szesnastu
wierzchotkow zbiega sie ich po 6. Wreszcie krawedzi jest 32.
Mamy wigc zaleznos¢

liczba §cian trojwymiarowych —
— liczba $cian dwuwymiarowych +
+ liczba $cian jednowymiarowych (krawedzi) —

— liczba $cian zerowymiarowych (wierzchotkow) = 0.

Mozna udowodnié, ze tak jest dla dowolnego ,,wieloscianu”
czterowymiarowego (nie tylko dla kostki), o ile tylko nie ma on
,,dziur” (mowiac doktadniej — jest homeomorficzny z kulg).

Ale wroémy do czterowymiarowych rysunkow. Z tego, co
powiedzielismy wyzej, wynika, ze wlasciwie kazdy rysunek mozna
interpretowac jako dowolnie wysokowymiarowy. Przeciez
,,nowych” kierunkow prostopadlych mozemy dorysowac, ile
tylko mamy ochote. Istotnie, tylko ze na ogét,,nowe” kierunki
prostopadle nic nowego nie wnosza. Spojrzmy na rysunek 2.
Cho¢bysmy dorysowali dodatkowy kierunek prostopadly, to i tak
na rysunku bedziemy mieli trojwymiarowy szescian — po prostu
na rysunku sa tylko trzy kierunki.

A co zobaczymy traktujac gorny wieloscian z rysunku 1 jako
czterowymiarowy? Zobaczymy tzw. sympleks czterowymiarowy,
czyli najmniejszy wielocian zawierajacy pie¢ punktow, ktore nie
mieszcza si¢ w jednej trojwymiarowej przestrzeni. Nizej
narysowane rysunki beda wtedy przedstawialy wszystkie jego
czworoscienne trojwymiarowe $ciany. Scian dwuwymiarowych
(tr6jkatow) ma on 10 i tylez krawedzi. Czytelnik zechce
samodzielnie uzasadni¢, dlaczego rysunek ten, potraktowany
jako pigciowymiarowy, tez bedzie przedstawial czterowymiarowy
sympleks, cho¢ sa na nim wigcej niz cztery rozne kierunki.
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