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Rys. 2. Startujac 2 punktu X i poruszajac sig
zgodnie ze strzatkami przechodzimy trzy
kolejne skrzyiowania géra.

Dr Pawel TRACZYK

W ostatnich trzech latach dokonala sig prawdziwa rewolucja w teorii weziow. Ponizej
przedstawiamy jedno z najbardziej spektakularnych osiagni¢¢ — pozytywne rozstrzygniecie tzw.
hipotez Taita. Przypomnijmy, Ze splotem nazywamy pewng liczbg parami rozlycznych okregow
zanurzonych w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej: Splot o jednej skladowej nazywamy
weziem. Dwa sploty uwazamy za réwnowazne, gdy mozna jeden przeprowadzi¢ na drugi bez
rozcinania, stopniowo go tylko deformujgc.

Bardzo pogladowy i najczesciej stosowany sposdb przedstawiania splotu polega na podaniu jego
diagramu na plaszczyinie. Jest to rzut splotu na wybrang plaszczyzne, z zaznaczeniem, ktora

z krzyzujacych sie nitek przechodzi gora, a ktora dolem. Diagram nazywamy alternujacym, jezeli
ma te wlasnoéc, ze startujac z dowolnego miejsca i poruszajac sie wzdluz diagramu przechodzimy
kolejne skrzyzowania raz gora, raz dolem — na zmiane¢. Tak na przykiad diagram na rysunku 1
Jest alternujgcy, a na rysunku 2 — nie. Istnieja wezly, ktére w ogole nie dadzg sic przedstawié

w postaci diagramu alternujacego (rys. 3).

Jest intuicyjnie dos¢ naturalne uwazac diagramy alternujace za bardziej zagmatwane niz
niealternujace. W teorii wezlow czekalo od okolo stu lat na rozstrzygniecie kilka hipotez,
pochodzacych od Taita, nawigzujacych do tej intuicji (i do doswiadczenia eksperymentatorow
zestawiajacych pierwsze tablice wezléw). Hipotezy te sformulujemy ponizej juz jako twierdzenia,
Przedtem jednak potrzebna bedzie jeszeze jedna definicja.

Diagram alternujacy wydaje si¢ wprawdzie na oko mocno splatany, ale jest od tej reguly jedno
oczywiste odstgpstwo. Otéz np. diagram na rysunku 4 jest jak najbardziej alternujacy, a weale
nie jest splatany, przeciwnie, przedstawiony wezel jest, oczywidcie, trywialny, Z kolei diagram na
rysunku 5 mozna latwo uproscié — wystarczy we wskazany sposob obréci¢ zawartodé
zaznaczonego przerywang linia prostokata i w ten sposob skasowad skrzyzowanie X (zauwazmy,
ze takie uproszczenie przerabia diagram alternujacy na diagram w dalszym ciagu alternujacy).
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Rys. 5

Diagram nazwiemy zredukowanym, jezeli nie mozna w nim dokonaé zadnego uproszczenia tego
typu.

Mozemy teraz sformulowac zapowiedziane twierdzenia (udowodnione niezaleznie przez
Murasugiego, Kauffmana i Thistlethwaite’a):

1. Kazde dwa zredukowane diagramy alternujgce, przedstawiajgce ten sam wezel, majg takq sama

liczbe skrzyzowan.

2. Zredukowany diagram alternujacy ma minimalng liczbg skrzyzowan wirdd wszystkich
diagraméw reprezentujacych dany wezel.

Udowodnienie hipotez Taita zostalo przyjete przez specjalistow od teorii weztéw z wielkim
entuzjazmem, Nie tylko dlatego, ze poddala si¢ w koncu stara i czcigodna hipoteza, ale rowniez
z tego powodu, ze poddala sie w zasadzie bez walki: w dowodzie sa uzyte tylko bardzo
elementarne metody.

Glownym narzedziem jest tzw. wielomian Kauffmana. Jest to bardzo prosty niezmiennik
zorientowanych splotow (tzn. splotéw z wyrdznionym kierunkiem obiegu). Jest on zdefiniowany
przez podanie przepisu pozwalajacego dla dowolnego diagramu zorientowanego splotu obliczyd
pewien odpowiadajacy mu wielomian fzmiennych 4 1 4A=! o wspolczynnikach catkowitych.
Przepis ten jest tak sprytnie sporzadzony, ze dla dwoch diagramow reprezentujacych ten sam
zorientowany splot otrzymujemy ten sam wielomian, cho¢ diagramy mogg by¢ na oko zupelnie
niepodobne (takie wlasnie jest znaczenie sfowa niezmiennik — wielomian sig¢ nie zmienia, jezeli do
obliczen weZzmiemy inny diagram tego samego splotu).



Rozszezepienie skrzyzowan

ujemne (idgc od nitki dolnej do gérnej
w prawo nie napotvkamy kreski i rozcigeia),
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dodatnie.

Fundamentalne dla teorii wezldw twisrdzeniz
Reidemeistern mowi, z¢ dwa diagramy
przedstawiajace ten sam spiot moga byé
uzyskane jedeén z drugiego przez ciag tzw.
ruchdw Reidemeistera — prostych, pokazanych
ponizej preerobek diagraméw.
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(Jak i w wielu innych sytuacjach pokazalismy
tylko te fragmenty diagramdow, ktdre sa
istotne, fragmenty pominiete maja byé po
prostu dokladnie takie same dia lewej i prawej
strony.)

Oczywiscie w twierdzeniu Reidemeistera
dopuszeza sig oprécz tych trzech typow
ruchdw takze deformacje diagramow, np.
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Jak zmieni sig nawias Kauffmana, gdy do
diagramu dodamy trywialng petelke
o ujemnym skrzyzowaniu? .
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A oto przepis.

Najpierw zdefiniujemy tzw. nawias Kauffmana, kt6ry kazdemu niezorientowanemu diagramowi
przyporzadkowuje wielomian wedlug nastepujacych regut:

X0 AR A0
= {01
{(YO)-AAXY)

W pierwszej rownosci podany jest zwigzek miedzy wartoéciami nawiasu Kauffmana dla trzech
diagramow, ktore sq identyczne poza fragmentami uwidocznionymi w kotkach zaznaczonych
kropkowang linig, przy czym drugi diagram powstaje przez rozszezepienie dodatnie pierwszego,
a lrzeci przez ujemne. ! i

Warunek 2 to tzw. warunek normalizacji: trywialnemu diagramowi w postaci jednego zwyklego
okrggu odpowiada jedynka. g

W trzecim warunku rozpatrujemy diagram powstajacy przez dolgczenie do diagramu % osobno
polozonego okregu (na podstawie tego warunku i warunku 2 mozna fatwo obliczyé nawias
Kauffmana dla ukiadu n osobno lezacych okregbéw — wynosi on (—A~2— 42)"-1),

Powyisze warunki pozwalajg obliczy¢ nawias Kauffmana dla dowol nego diagramu. Konfiguracja
skiadajaca sie z n okregbéw, a otrzymana w wyniku wykonania k dodatnich i m ujemnych cie,
wnost do nawiasu Kauffmana wyjSciowego diagramu skladnik AF="(— A2 — g2y,

Rewelacyjng cecha nawiasu Kauffmana jest latwosé udowaodnienia, ze jest on nie.zmienriiczy ze
wzgledu na II i IIT ruchy Reidemeistera:
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wzgledu na I ruch Reidemeistera. Aby usunaé t¢ niedogodnoéé, wprowadza sie nastgpujace
udoskonalenie:

Niech X" bedzie diagramem zorientowanym.

Skrzyzowania typu X nazywamy ujemnymi, a typu X dodatnimi.

Przez w(#") oznaczamy sume znakéw skrzyzowan. Definiujemy
flox):= (—A)3WX) - (A

({2t7) oznacza, oczywiscie, nawias Kauffmana diagramu ¥ bez orientacji). Wielomian f jest juz
prawdziwym niezmiennikiem: wystarczy sprawdzié¢ niezmienniczoé¢ ze wzgledu na I ruch :
Reidemeistera. I fu okazuje si¢, ze jesli do diagramu 5 dolaczymy petle o ujemnym
skrzyzowaniu, a otrzymany diagram nazwiemy %, to

f(£) = (AW LLY = (—A)2H=1 - (=) (H> = (— A=W (A = f(F).
Podobnie nie zmienia wartosci wielomianu Kauffmana dolaczenie petli o skrzyzowaniu
dodatnim.

Pokazemy teraz, jak si¢ dowodzi pierwszej hipotezy Taita. Idea jest bardzo prosta. Okazuje sie, z&
dla zredukowanego diagramu alternujacego o s skrzyzowaniach rozpieto$é nawiasu Kauffmana
(tzn. roinica migdzy najwyzszym a najnizszym wykladnikiem) jest réwna 4s. Nawias Kauffmana
nie jest wprawdzie niezmiennikiem, ale jego rozpietos¢ jest — bo jest taka sama jak rozpietosé
wielomianu f. W takim razie kazdy zredukowany diagram alternujacy reprezentujacy dany wezet
musi mie¢ taka sama liczbe skrzyzowan (1/4 rozpigtosci wielomianu f).

Pozostaje wige udowodnié, ze rozpigtosé nawiasu Kauffmana jest istotnie rowna 4s. Okazuje sig,
ze mozna wskaza¢ wprost te koficowe konfiguracje okregéw, z ki6rych pochodza: wyraz

w najwyzszej potedze i wyraz w najnizszej potedze w nawiasie Kauffmana. Jak latwo sig domysli¢,
najwyzsza potega pochodzi od tej konfiguracii, ktérg sie otrzymuje przez dodatnie

rozszezepienie wszystkich skrzyzowan, najnizsza — przeciwnie. Zeby sie o tym przekonat,



pokolorujmy obszary, na ktore nasz diagram dzieli plaszczyzne, w szachownicg, to znaczy, ze dwa
obszary stykajace sie wzdluz linii maja mie¢ roézne kolory, a dwa obszary stykajace sie narozami
2 ; maja mieé ten sam kolor. Np. rysunek 6 przedstawia diagram z rysunku 1 pokolorowany
Q w szachownicg. Jezeli w rozpatrywanym diagramie wezla jest s skrzyzowan, a w nasze) szachownicy
. \ b pél biatych i ¢ pél czarnych, to s = b+c—2. Latwo to udowodni¢ przez indukcje wzgledem s.
C Jezeli s = 0, to oczywiscie nasz diagram jest po prostu pojedynczym okrggiem i sa dwa obszary,
jeden czarny, drugi bialy, Zatem b+c—2 = 1+1—-2 = 0 = 5. A teraz krok indukcyjny. WeZmy
dowolne skrzyzowanie i rozszczepmy je tak, aby uzyska¢ znowu diagram pewnego wezla (to

Rys.6. Kolory zisstaly roxmisxaczons w isks zawsze jest moziiwe; rozszc'zepla}ac doa_ioine skrzyz?wame na dv‘va .mc:.zhwe sposol.ay uzyskujemy
sposéb, 2e kaide rozszezepienie dodatnie raz wezel, a raz splot o dwéch skladowych). Po takim rozszczepieniu liczba skrzyzowan spada
powoduje polqczenie biatych obszuréw. o 1, ale takze liczba pbszaro6w zmnigjsza si¢ 6 jeden!

Dla diagramow alternujgcych sytuacja jest pod pewnym wzgledem szczegblna: mozna rozmiescié

kolory w szachownicy tak, aby rozszczepienie dodatnie powodowalo zawsze polaczenie bialych

obszaréw, a rozszczepienie ujemne polaczenie czarnych obszaréw (wystarczy dobrze zacza¢ od

jednego skrzyZzowania, dalej juz wyjdzie samo).

Rozszczepmy wszystkie skrzyzowania w sposob dodatni. Otrzymamy jedno pole biale i —

w dalszym ciagu — ¢ pol czarnych — po prostu czarne pola nie mialy okazji, zeby sie laczyé.

W uzyskanej konfiguracji jest wiec ¢ okregow, a jej wklad do nawiasu Kauffmana wyjsciowego

diagramu wynosi 4*(— A% — 4%)°~'. Najwyzsza potega zmiennej 4 w tym wyrazeniu jest

by ______| 5+42¢c—2. Pokazemy, ze zadna inna koricowa konfiguracja nie moze juz wnie$¢ zmiennej 4 w tak

wysokiej potedze. Przyjrzyjmy sie najpierw konfiguracjom powstalym przez rozszczepienie s— 1

skrzyzowan w sposob dodatni i jednego w sposdb ujemny. Ot6z w takiej konfiguracji jest jedno

Rys. 7. Jezeli pewien obszar szachownicy biale pole, ale pol-czarnych juz tylko c—1. (Tutaj korzystamy dwukrotnie z zalozenia, ze diagram

‘:z 5:;:;1;?:2:;:?:::;;2:; Sk jest zredu!m\_wany. Np. f:zarnych pol jest dlatezo Ll 1, e dokladrut: raz, przy ujemnym

S A e rozszczepieniu polaczyliSmy dwa czarne pola wyjsciowej szachownicy. Ale na wyjsciowej

skrzyzowanie. szachownicy zaden obszar nie styka sig¢ ze sobg, zatem polgczyliSmy dwa rozne czarne obszary,
tym samym zmniejszajac ich liczbe o 1.) Wklad nowej konfiguracji do nawiasu Kauffmana jest
wige rowny A~ 2(—A~2— A4%)°=2 | A nie pojawia sie w potedze wyzszej niz s+2c—6.
A teraz zobaczmy, co bedzie sig dzialo dalej, jezeli jeszcze jakie$ inne skrzyzowania
zdecydujemy si¢ rozszczepi¢ ujemnie zamiast dodatnio. Ot6z przy kazdej takiej zmianie liczba
okregdw moze wzrosnac co najwyzej o 1, natomiast suma znakow rozszczepien musi spasc o 2.
Nowa konfiguracja nie moze wigc dostarczyc zmiennej A w potedze wyzszej niz poprzednia.
Zatem maksymalny stopien, w ktérym zmienna 4 pojawia sic w nawiasie Kauffmana naszego
didgramu, jest rowny s+ 2c—2.
Analogicznie najnizszy stopien jest rowny —s—2b+2 (pochodzi on od ujemnych rozszczepien).
Rozpigtos¢ wielomianu jest wigc rowna s+2c—2+5+26—2 = 25+2(b+c—2) = 45, co wlasnie .
cheielis$my udowodnié.

v g

Nietrudno skonstruowac trojkat, jesli dany jest jego jeden bok 4B,  Z drugiej strony miejscem geometrycznym takich punktow X, ze

suma dwoch pozostalych ¢ oraz kat miedzy nimi «. Szukany AX+ BX = c, jest elipsa (interesuje nas tylko jej polowa), a takich
wierzcholek mozna znale#¢ w kazdej z dwoch polplaszezyzn punktow ¥, ze ¥ AYB = =, jest luk okregu (innego niz 3
o brzegu AB, dlatego dalej szuka¢ go bedziemy tylko w jednej poprzednio) o cigciwie AB (rys. 2). Elipsa przecina okrag w co

z nich. Rozwiazywaé mozemy tak (rys. 1): znajdujemy punkty najwyzej dwoch punktach...

rzeciecia luku okregu, z ktérego odcinek AB widaé pod katem el .
: 12 ché!okrcgiem?érodku Agiopromieniu c. Takie [I:znkt: sa na Cok wiee sig tu nic zgadza, ale co?
ogol-dwa — oznaczmy je D i D’. Punkt C, w ktorym symetralna
odcinka BD przecina prostg AD, jest trzecim wierzcholkiem
trajkata. Powtarzajac to samo dla punktu D’ otrzymujemy drugie
rozwigzanie C°. Ale calg konstrukcje mozna rozpoczac od punktu
B zamiast 4 — sa wigc cztery rozwigzania...

Odpowiedz jest prosta. Punkty C, i C; skonstruowane dla
wierzchotka B pokrywaja sie z punktem C’ i C (mimo ze punkty

D, i D] sa roine od D i D) (rys. 3). Okazuje sig, ze dzieki temu
moizna uproscic konstrukeje z rysunku 1. Punkt C lezy na

przecieciu odeinkéw 4D i BD], a punkt C’ na przecieciu 4D i BD;.

doc. dr Edmund PUCZYLOWSKI
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