pokolorujmy obszary, na ktore nasz diagram dzieli plaszczyzne, w szachownicg, to znaczy, ze dwa
obszary stykajace sie wzdluz linii maja mie¢ roézne kolory, a dwa obszary stykajace sie narozami
2 ; maja mieé ten sam kolor. Np. rysunek 6 przedstawia diagram z rysunku 1 pokolorowany
Q w szachownicg. Jezeli w rozpatrywanym diagramie wezla jest s skrzyzowan, a w nasze) szachownicy
. \ b pél biatych i ¢ pél czarnych, to s = b+c—2. Latwo to udowodni¢ przez indukcje wzgledem s.
C Jezeli s = 0, to oczywiscie nasz diagram jest po prostu pojedynczym okrggiem i sa dwa obszary,
jeden czarny, drugi bialy, Zatem b+c—2 = 1+1—-2 = 0 = 5. A teraz krok indukcyjny. WeZmy
dowolne skrzyzowanie i rozszczepmy je tak, aby uzyska¢ znowu diagram pewnego wezla (to

Rys.6. Kolory zisstaly roxmisxaczons w isks zawsze jest moziiwe; rozszc'zepla}ac doa_ioine skrzyz?wame na dv‘va .mc:.zhwe sposol.ay uzyskujemy
sposéb, 2e kaide rozszezepienie dodatnie raz wezel, a raz splot o dwéch skladowych). Po takim rozszczepieniu liczba skrzyzowan spada
powoduje polqczenie biatych obszuréw. o 1, ale takze liczba pbszaro6w zmnigjsza si¢ 6 jeden!

Dla diagramow alternujgcych sytuacja jest pod pewnym wzgledem szczegblna: mozna rozmiescié

kolory w szachownicy tak, aby rozszczepienie dodatnie powodowalo zawsze polaczenie bialych

obszaréw, a rozszczepienie ujemne polaczenie czarnych obszaréw (wystarczy dobrze zacza¢ od

jednego skrzyZzowania, dalej juz wyjdzie samo).

Rozszczepmy wszystkie skrzyzowania w sposob dodatni. Otrzymamy jedno pole biale i —

w dalszym ciagu — ¢ pol czarnych — po prostu czarne pola nie mialy okazji, zeby sie laczyé.

W uzyskanej konfiguracji jest wiec ¢ okregow, a jej wklad do nawiasu Kauffmana wyjsciowego

diagramu wynosi 4*(— A% — 4%)°~'. Najwyzsza potega zmiennej 4 w tym wyrazeniu jest

by ______| 5+42¢c—2. Pokazemy, ze zadna inna koricowa konfiguracja nie moze juz wnie$¢ zmiennej 4 w tak

wysokiej potedze. Przyjrzyjmy sie najpierw konfiguracjom powstalym przez rozszczepienie s— 1

skrzyzowan w sposob dodatni i jednego w sposdb ujemny. Ot6z w takiej konfiguracji jest jedno

Rys. 7. Jezeli pewien obszar szachownicy biale pole, ale pol-czarnych juz tylko c—1. (Tutaj korzystamy dwukrotnie z zalozenia, ze diagram

‘:z 5:;:;1;?:2:;:?:::;;2:; Sk jest zredu!m\_wany. Np. f:zarnych pol jest dlatezo Ll 1, e dokladrut: raz, przy ujemnym

S A e rozszczepieniu polaczyliSmy dwa czarne pola wyjsciowej szachownicy. Ale na wyjsciowej

skrzyzowanie. szachownicy zaden obszar nie styka sig¢ ze sobg, zatem polgczyliSmy dwa rozne czarne obszary,
tym samym zmniejszajac ich liczbe o 1.) Wklad nowej konfiguracji do nawiasu Kauffmana jest
wige rowny A~ 2(—A~2— A4%)°=2 | A nie pojawia sie w potedze wyzszej niz s+2c—6.
A teraz zobaczmy, co bedzie sig dzialo dalej, jezeli jeszcze jakie$ inne skrzyzowania
zdecydujemy si¢ rozszczepi¢ ujemnie zamiast dodatnio. Ot6z przy kazdej takiej zmianie liczba
okregdw moze wzrosnac co najwyzej o 1, natomiast suma znakow rozszczepien musi spasc o 2.
Nowa konfiguracja nie moze wigc dostarczyc zmiennej A w potedze wyzszej niz poprzednia.
Zatem maksymalny stopien, w ktérym zmienna 4 pojawia sic w nawiasie Kauffmana naszego
didgramu, jest rowny s+ 2c—2.
Analogicznie najnizszy stopien jest rowny —s—2b+2 (pochodzi on od ujemnych rozszczepien).
Rozpigtos¢ wielomianu jest wigc rowna s+2c—2+5+26—2 = 25+2(b+c—2) = 45, co wlasnie .
cheielis$my udowodnié.

v g

Nietrudno skonstruowac trojkat, jesli dany jest jego jeden bok 4B,  Z drugiej strony miejscem geometrycznym takich punktow X, ze

suma dwoch pozostalych ¢ oraz kat miedzy nimi «. Szukany AX+ BX = c, jest elipsa (interesuje nas tylko jej polowa), a takich
wierzcholek mozna znale#¢ w kazdej z dwoch polplaszezyzn punktow ¥, ze ¥ AYB = =, jest luk okregu (innego niz 3
o brzegu AB, dlatego dalej szuka¢ go bedziemy tylko w jednej poprzednio) o cigciwie AB (rys. 2). Elipsa przecina okrag w co

z nich. Rozwiazywaé mozemy tak (rys. 1): znajdujemy punkty najwyzej dwoch punktach...

rzeciecia luku okregu, z ktérego odcinek AB widaé pod katem el .
: 12 ché!okrcgiem?érodku Agiopromieniu c. Takie [I:znkt: sa na Cok wiee sig tu nic zgadza, ale co?
ogol-dwa — oznaczmy je D i D’. Punkt C, w ktorym symetralna
odcinka BD przecina prostg AD, jest trzecim wierzcholkiem
trajkata. Powtarzajac to samo dla punktu D’ otrzymujemy drugie
rozwigzanie C°. Ale calg konstrukcje mozna rozpoczac od punktu
B zamiast 4 — sa wigc cztery rozwigzania...

Odpowiedz jest prosta. Punkty C, i C; skonstruowane dla
wierzchotka B pokrywaja sie z punktem C’ i C (mimo ze punkty

D, i D] sa roine od D i D) (rys. 3). Okazuje sig, ze dzieki temu
moizna uproscic konstrukeje z rysunku 1. Punkt C lezy na

przecieciu odeinkéw 4D i BD], a punkt C’ na przecieciu 4D i BD;.

doc. dr Edmund PUCZYLOWSKI
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