Rozwigzanie zadania M 486. Jedno. W tym
celu wystarczy wykazad, Ze zapis dziesiginy
liczby 9%*% pie koncey sie na 92, Gdyby

99%% = 99 (mod 100}, to 9%°°% = 11 (mod 100},
czyli (9%79)% = 11 (mod 100}). Jednak
kongruencia x* = 11 (mod 100) nic ma
rozwigzan: jesli x = 10k + 1, to

x% = 100k? + 20k + 1, skad wniosek, #c eyira
dziesigtek jest parzysta

Moina podac prostszy dowod twierdzenia i,
gdy znamy nierdwnoié Cauchy'ego:
dla nieujemnych liczb rzeczywistych
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Nieréwnosci cykliczne

Mgr Jarostaw GORNICKI

Cyklicznos¢ to zjawisko, ktore w matematyce jest znane. Mamy cykliczne: grupy, permutacje,
no i nierownosci. Na te ostatnie chcemy zwroci¢ uwagg Czytelnikow,

Oto najprostszy przyklad. Jezeli rozne od zera liczby rzeczywiste x,, x2 s34 tego samego znaku, to
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Wynika to z rachunku
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Naturalne uogélnienie nieréwnosci (1) jest nastgpujace.
Twierdzenie 1. Niech # bedzie ustalong liczba naturalng (n > 2). Wiedy dla dowolnych dodatnich
liczb rzeczywistych x,, x3, ..., X» zachodzi nieréwnosé
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Dowdd. Skorzystamy z zasady indukcji matematycznej. Dla # = 2 nieréwnoéé jest prawdziwa,
Zaldézmy, ze dla pewnego n zachodzi wzor (2). Wykazemy, ze wtedy prawdziwa jest nieréwnosé
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Mamy wigc
(2—x1) (Xas1—=X1) = XaXns1—XaXi — X1 Xns1 + X3 = 0,
czyli
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Dzielac obustronnie ostainia nieréwnosé¢ przez x; x; otrzymujemy
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Gdy x; = min(xy, Xz, ..., Xayy), gdzie k € [2, n+1] A N, to przenumerowujemy ciag (x,)
cyklicznie, tzn. y1 = Xk, ¥2 = Xks1, Yn-kt2 = Xnt1s Vaeks3 = X1, cey Yus§ = X1, @ Dastepnie
korzystamy z czesci juz udowodnionej. Zatem na podstawie twierdzenia o indukcji matematycznej
wzor (2) jest prawdziwy dla liczb naturalnych n = 2.

W 1903 roku A. M. Nesbitt podal nastgpujaca nieréwnos¢ dla liczb rzeczywistych (Problem
15114, Educ. Times (2) 3 (1903), 37—38):
Jezeli xy, x2,x3 > 0, to .
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Jei dowod mozemy przeprowadzi¢ korzystajac z nieréwnoscei (1).
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Rownos¢ w (3) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x, = x; = xa.
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Rozwigzanie zadania F 231, Tryt rdini sig od

wodoruo jedynie istnientem dwdch dodatkowych

neutrondw w jadrze, o wige jego whasnodci
chemiczne, okredlone przez clektrony, beda
takie same jak ,,zwykiégo” wodoru. A wige
w tempezaturze pokojowej bedzie to gaz

o wzorze *H; i masie molowej 4 = 6 g/mol.
Na poczatku podanego okresu w pojemniku
enaidowata sie ow = 1/6 mole wodoru,

W ciggu 12 lat potowa jego przeksziaica sig
w jednoatomowy hel, a wige zostalo

v = | /4 mola. Cisnienie znajdziemy z réwnania

stanu gazu doskonalego:

p=vRT|F = 6210 Pa.
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Rozwijzanie zadania M 484, Jezeli punkty X
i ¥ stanowiq rozwigzanie zadania, to

1* £§ CAB = ¥ YAX = £ AYX —wynika
stad, Ze rozwiazanie istnieje tylko dla takich
A, B, C, dlaktérych & CAB < 907;

2" ¥ ACX = ¥YCX = ¥YXC =

= 1w - xcvn = ; xAYX = Lxcan

— wynika styd, e rozwigzanie istnicje tylko
dla takich 4, B, C, dia ktérych

¥ ACH > % ¥ CAB.

Warunki te wystarczajg réwniez do
przeprowadzenia konstrukeli, bowiem z 2°

wynika, ze X lezy na polprostej tworzgeejz CA

1
kqt 2 o, gdzie a = £ CAB, a tnkg polprosty

latwo skonstruowad,
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Wynik dla #n = 13 zostal uzyskany w 1985
roku (B. A, Troesch w Marh. Computation 45
(1985), 199—207).
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Rozwigzanie zadania F 230. Po wybuchu liczba

czastek radioakiywnych pochodzaeych

z wybuchu M = 1 kg plutonu (4 = 242)

w calej atmosferze wynosi N = MN4 /4 =
= 2,5+ 1074, Masa powietrza w atmosferze
jest réwna My = PodnR3[g = 4,6+ 101% kg,
a liczba molekul powietrza w calej atmosferae
No = MyNaju = 9,6+ 104 (f — musa
molowa, Py cidnienie normalne). Licebe
molekul w objgtosci 1 dm® moina w
warunkech normalnych znalesd z warunku,
2¢ 1 mol (6,02 103%) powietrza m;:ﬁujc
objetosd Fg = 22,4 dm?, Znajac caly liczbg
maolekul powietrza i czasteczek
radicakiywnych mozemy znaleid liczhe

crastek w objetodel ¥ = 1 dm:n = mgN|Ng =

= 700 dm-2,

A wiee kazda proba ntomowa w atmosferze
powoduje, iz za katdym kolejnym wdechem
wchlaniamy do organizmu okolo 700
diugozveiowych radioaktywnych produktéw
rozpaddw zachodzgcych w trakeie wybuchu.

Nierownoéé (3) moze mie€ rozne uogélnienia w postaci nieréwnosci eyklicznych, Pierwszym
z nich jest

Twierdzenie 2, Niech  bedzie ustalona liczbg naturalna (n = 2). Wiedy dla dowolnych dodatnich
liczb rzeczywistych x;, xa. ..., x, zachodzi nieréwnosé¢
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Dowod. Zastosujemy to samo przeksztalcenie co w dowodzie nierdwnosei (3). W celu

uproszczenia zapisow wprowadzmy oznaczenia: f
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Inne uogdlnienie nieréwnosci (3) zaproponowat w 1954 roku, na famach The American
Mathematical Monthly (Problem 4603, str. 571), H. S. Shapiro,

Problem Shapiro. Niech 0 < x; e R+ x4, > 0dlai=1,2,...,m, (x.!“ = xy). Czy dla

wszystkich naturalnych n = 3 prawdziwa jest nierowno$¢
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Negatywna odpowiedz dat w 1956 roku M. J, Lighthill wykazujac, ze dla n = 20 nieréwnosc¢ (4)
nie zachodzi. W tym samym roku H. S. Shapiro podal dowéd nierownosei (4) dla n = 4,

C. R. Phelps za§ — dowéd dla n = 5. Powstalo wtedy pytanie: dla jakich n = 3 nierownos¢ (4)
jest prawdziwa? W latach nastepnych pojawilo sie kilkadziesigt prac, m.in. A. Zulaufa i

P. H. Dianandy, ktérzy podijeli to zagadnienie. W wyniku dotychczasowej dzialalnoici
udowodniono, ze

1% dla n < 13 nierdwnosc (4) jest prawdziwa,

2°dla n = 14, 16, 18, 20, 22 i dla dowolnego n = 24 nierbwnos¢ (4) jest falszywa,

Przypadki n = 15, 17, 19, 21 23, nie zostaly dotychczas rozstrzygniete!

W 1958 roku A. Zulauf podat kontrprzykiad dla n = 14. Nie bedziemy tu omawia¢ metody,
ktéra pozwala podaé wicle takich przykladow, a wskazemy jeden uklad liczb rzeczywistych,
dla ktorych nierdwnosé (4) nie jest spelniona. Oto te liczby:
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A. Zulauf podat réwniez kilka ciekawych obserwacji.’
1. Jezeli w problemie Shapiro istnieje kontrprzykiad dla a, to istnieje kontrprzyktad dla n+2.
Dowdéd. Niech liczby x;, X2, ..., X, spehiaja wszystkie zalozenia problemu Shapiro oraz

n
ey s Xp) < 7 Na podstawie tatwej do sprawdzenia réwnosci

Sura(x1y X2y coos Xnmts Xna Xnm 15 X0) = falX1, X2y 20y X)) +1

widaé¢, e istnieja licaby ¥, Y2, .oy Yoo Yab1s Yni2, dla ktorych .
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1 || Poniewaz wskazalismy kontrprzykiad dla n = 14, wigc na podstawie powyzszej uwagi, dla
i .,. dowolnego parzystego n > 14 nierownosé (4) jest falszywa.

II. Dla losowo wybranych n dodatnich liczb rzeczywistych prawdopodobienistwo tego, ze

nierownosc (4) jest prawdziwa, wynosi co najmniej 2
Jest to konsekwencja nastepujacej nierdwnasci
: Ll 25 rms X (X Kiig s =men X1) 2 1
Oto jej dowdd. Jezeli Ay = xy+Xns1, (hin = x0), k = 1,2, ..., m, to wiedy
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na podstawie twierdzenia 1.
. 1IIL. Dla nieujemnnych liczb rzeczywistych x,, x3, ..., 2. (n = 3), takich, e xit+xiyy > 0,
(Xnss = x4, i = 1,2, ..., n) prawdziwa jest nieréwnoéé
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Czytelnika zainteresowanego ta problematyka odsylamy do prac oryginalnych, ktorych
¢ bibliografi¢ moina znale#¢ w monografii Dragoslava S. Mitrinovicia Analytic Inequalities.

i Zadania

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 484. Dany jest trojkat ABC. Znale¢ taki punkt X na boku AB i taki punkt ¥ na boku AC,
zeby AX = XY = YC.
Rozwigzanie na str. 11

M 485. W pudetku [ znajduje si¢ » ponumerowanych kul. Pudelko II jest puste. Postgpujemy
w nastepujgcy sposob: losujemy numer kuli i kule o tym numerze przekladamy z pudetka do
pudetka, Znalez¢ Srednig roznicg liczby kul w pudetku I i IT po m przelozeniach.
Rozwigzanie na str. 10

M 486. lle zer ma na koncu liczba 9°%°+ | w zapisie dziesigtnym?
Rozwigzanie na str. 10

Redaguje dr Rafal STARONSKI )
F 230. Zakiadajac, ze podczas wybuchu bomby atomowej wykonanej z M = 1 kg plutonu **?Pu
z kazdego atomu plutonu powstaje jedna dlugozyciowa czastka radioaktywna, ocenié liczbe

. ; takich czastek w objetosci ¥ = 1 dm® powietrza przy powierzchni Ziemi. Przyjaé, ze wiatr
powoduje rownomierne rozprzestrzenicnie w calej atmosferze Ziemi radicaktywnych produktow
wybuchu. Promien Ziemi jest rowny R = 6+ 10° m
Rozwiazanie na str, 11

F 231. W pojemniku o objetosci 1 | znajduje sie 1 g trytu (izotop wodoru o masie atomowej 3)
o temperaturze 27°C. W ciagu 12 lat polowa jader trytu przejdzie w jadra helu. Jakie ci$nienie
bgdzie panowate w zbiorniku po up}yme tego czasu?

Rozwigzanie na str. 11
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