Komputer szuka jednosci

Trudno sig¢ spodziewac, aby komputer mogt ,,sam” udowodni¢
twierdzenie dotyczace zbiordw nieskonczonych, moze on jednak
pomde matematykowi w formulowaniu hipotez, ktorych potem
dowodzi sie ,,recznie”. Wlasnie za jego pomoca opisalem grupe
clementow odwracalnych pewnego pierscienia — ckazalo sig, ze
badana nieskonczona grupa nie jest nawet skorczenie generowana.
Potrzebne jest jednak pewne wprowadzenie.

Rozwazmy zbior wszystkich izometrii prostej rzeczywistej
przeksztalcajgcych zbior liczb catkowitych Z na siebie. Izometrie
te ze skladaniem jako dzialaniem tworzg grupeg, tzw. grupg
dihedralna nieskonczona, ktora bedziemy oznaczac¢ symbolem D.
Zacznijmy od opisania jej. Izometria prostej jest wyznaczona przez
swoje wartosci na dwoch roznych punktach, np. 0 i 1. Wezmy
dowolne f€ D — niech f{0) = n € Z. Zachodzi jedna z dwoch
mozliwosci.

Albo f(1) = 1 +n, co daje f{r) = r+ndla kazdego reR,

Zbidr G wraz z dwuargumentowym, lacznym diiataniem ,, ", oraz wyrdinionym
clementem ¢ nazywamy grupd, jesh dla kaidego g:

l.erg=g=g"e

2, istnicje h € G spelnisjace g h=h g =e.
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Uzywajac dwoch szezegolnych izometrii: przesunigeia o 1
(¢(r) = r+1) oraz symetrii wzgledem punktu 0 (x(r) = —r),
w pierwszym przypadku zapisujemy fjako f = 1", w drugim
f= t"x. Oznacza to, ze x, t generuja grupg D. Zauwazmy, e
X3(r) = r = id(r), xt(r) = —r—1 = t~'x(r), zatem w D zachodza
rownodci: x? = e, xt = 1 ~'x — te ostatnia latwo jest indukcyjnie
uogdini¢ na xr' = r~'x dla i € Z. Tym sposobem uzyskalismy
peiny opis grupy D — dowolne jej elementy umiemy przedstawiaé
w postaci " lub ("x, a ich iloczyny sprowadzac do takigj postaci
za pomoca rownosci x2 = e, xt' = t~'x, np.
it T = T Pt e = T T =,

Mowimy, e podebidér X' = G generuje grupg G, jesli kazdy clement g € G daje

sie zapisad w postaci iloczynu g = ¥y . xpogdzie xp e X

Oznaczmy przez Z.D rodzing wszystkich skoficzonych podzbiorow
D, okreslimy na niej dwa dzialania. Dla A4, B £ Z,D okreslimy
sume 4+ B jako zbiér skladajacy sie z tych elementéw D, ktore
nalezg do dokladnie jednego ze zbiordw A, B, czyli jako roznice
symetryczng A B. W szczegolnosci jesli A = {g, ..., gn}, tO

A= {g. 1+ ... + {gs} — bedziemy stosowa¢ skrocony zapis

A = g+ ... +g. Mnozenie zadajemy najpierw na zbiorach
jednoelementowych przez {g}- {h} = {ge h} = D, a dowolne
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A, B e Z,D mnozymy korzystajac z rozdzielno$ci mnozenia
wzgledem dodawania, przedstawiajac je w postaci

A=gi+ ... +gn, B= hi+ ... +h. Tak okreslone dzialania
majg podobne wilasnosci do dodawania i mnozenia liczb
catkowitych — role jedynki przeimuje {id} € Z,D, role zera zbior
pusty, Mawimy, ze Z, D jest pierscieniem. Mnozenie w Z,D nie
jest przemienne, np. {x}- {f} # {1} {(xl,boteox# x 01,
ciekawym zjawiskiem jest wystepowanie dzielnikow zera, tzn,
niezerowych elementéw, ktorych iloczyn jest zerem, np.

{id, x} # 0, ale {id, x} {id, x} = (id+x)* (id+x) =

= ideid+id e x+x = id+x = x = (id+x)+ (x+id) =

= {id, x}+ {id, x} = 0. Nas szczegoblnie interesowac beda
elementy odwracalne (czasami nazywane jednosciami), czyli takie
u € Z,D, dla ktorych istnieje v € Z,D spehiajace

u v =wv-u= {id}. Latwo jest sprawdzi¢, Ze jednosci tworzg
grupe ze wzgledu na mnozenie w Z,D; oznaczmy jg przez U.
Moim zadaniem bylo opisanie tej grupy, a w jego realizacji
szczegolnie pomocny okazal si¢ komputer IBM PC.

Zbite P z dwoma dwuargumentowymi dzialaniami , 4" i, " nazywamy
pierscieniem, jedli

1. P z dzlalaniem ,, + "' jest grupa,

2. ,,+ " jest preemienne,

3., *" jest laczne,

4., " jest rozdzielne wegledem ,,+*, 1. a- (b+cl =a-b+a e,
(b+c)-a=bratc G

Najprostszymi elementami odwracalnymi w Z,D s
jednoelementowe podzbiory D (dla u = {g} wystarczy przyjac

v = {g~'}); tworza one grupe tzw. trywialnych jednosci, ktéra
zapominajac o nawiasach { } mozna utozsamié z D. Opisane

w ten sposob trywialne jednoSci nie wyczerpuja jednak calego U,
bo np. u = i~ +id+r+1" ' x+1x spelnia - u = {id}, zatem

r € U, Wiedzialem, ze moge sie ograniczy¢ do badania elementow
odwracalnych szczegélnej postaci u = id+ i1+ ... +tintt'+x+
+thx+ .. +thx+tx, gdzie 0 < iy < ... <0, < d,

0 < j, < .. <ji <d—liczbe d bede dalej nazywal stopniem u,
Pierwszym zadaniem napisanego w Turbo-Pascalu programu bylo
znalezienie wszystkich jednosci powyzszej postaci i stopnia nie
wigkszego od 12. Po okoto 40 minutach obliczen, w czasie
ktorych sprawdzonych zostato 8 384 513 kandydatow, komputer
wypisal 683 elementy odwracalne. Nastgpnym etapem bylo
znalezienie mozliwie najmniejszej liczby generatorow (opisujac
D widzieli$my, jak przydatna jest ich znajomo&¢) i rozpisanie
znalezionych 683 jednosci w postaci ich iloczynéw, Tym razem
obliczenia trwaly okolo 3 minut i wybranych zostalo 12
generatorow w; = fd-+t -+ 13 L x+ 13y, wi = d+ "+ ix+
+t* ¥y dlai=1,2,3,4,35, 6, do ktorych nalezalo jeszcze
dodaé generatory grupy trywialnych jednosci, czyli {r}i {x}.
Przytaczam tu poczatek wypisanej przez komputer listy:

jednosé rozklud
wy = id+t+1? +x+12x generator
Uy = fd+ 12+t x+14%x generator

gy = d+i+ P24+ 54 o+ e x4 4x

= d+ 1+ 4+ 4+ P+ e P+ ix

as = idtt+ 3414 4+ 15+ x4+ 2x+ x4+t

wy = ld+ 1+ 15+ x+1%%

g = Id+ 1+ 134154154 X + 1+ 15+ 15%

as = 4+ 4 2+ 134 P 5 15 X+ X X+
it rExt+10x

ay = {tru [0-3)uy

ag = {t}-wy" {t=1)-u,

ay = {t} w1

gencrator

as = (1=} uy

as = uy (=2} uy-
) w
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Wyniki sugerowaly, ze prawdziwe moze by¢ twierdzenie:
jednosei uy, wi, {1}, {x} dia i > 0 generujg grupg U, przy czym
do otrzymania jednosci stopnia d wystarczaja te u;, w;, dia
ktorych 2i < d. ;

wybierzmy k wigksze od maksymalnego ze stopni v;. Na mocy
pierwszego twierdzenia kazdy iloczyn v, * ... * v, daje sig tez
zapisa¢ jako iloczyn {r}, {x} i tych uy, wy, ze 2j < k. Ale na mocy
drugiego twierdzenia u;, nie daje si¢ przedstawi¢ w postaci

takiego il t Hiy wery Ug D ;
Tak konkretnie sformutowana hipoteze udato mi sie udowodnié. S0 HeCEyaN, ZAtem U, ... Gy MIETRORY REntiowas calega 1

Znajomos$¢ generatorow grupy elementéw odwracalnych
pierscienia Z,D pozwolila mi ostatecznie na catkowite jej opisdnie,
Wynik koncowy podaje dla koneserow.

Dwa powyzsze twierdzenia pokazuja, ze zadna skonczona liczba U 2‘.( ® P Z ) > D
jednosci nie generuje calego U. Jeéli bowiem v, ..., va € U, to (€2 jez "2

Korzystajac z tego samego materiatu doswiadczalnego
zaproponowalem i dowiodlem jeszcze jedpo twierdzenie:

uy nie daje sie zapisaé w postaci iloczynu {t}, {x} i tych u, wi,
dla ktorych i < k.

Patrz w niebo

Przez caly 1987 rok Jowisz porusza si¢ w obszarze gwiazdozbiorow zodiakalnych Wodnika i Ryb.
27 marca byl w zlgczeniu ze Slorficem, a wige wezesng wiosng pozostawal niewidoczny dla
ziemskiego obserwatora. Pozniej, wskutek tego, Ze ruch jego jest wolniejszy od ruchu Slofica,
stopniowo oddalal si¢ od naszej gwiazdy dziennej w kierunku zachodnim, wschodzil tuz przed
Switem tak, ze do maja pozostawal jeszcze niewidoczny. Od polowy maja wschodzi juz na tyle
wczesnie, ze mozna obserwowac go na ciemnym tle nieba. Kazdej nocy moment jego wschodu
jest coraz wezesniejszy, az do czasu, gdy znajdzie sie¢ w opozycji ze Storicem. Wiedy, jak kazda
planeta gérna, bedzie $wiecil, dla ziemskiego obserwatora, po przeciwnej stronie nieba niz
Storice. W dniu opozycji wzejdzie dokladnie o zachodzie Slorica, bedzie gorowal o pélnocy

i pozostanie nad horyzontem przez cala noc.

Przypadajaca w tym roku 17 pazdziernika opozycja jest dos¢ korzystna. Srednica katowa planety,
podczas jej najwigkszego zblizenia do Ziemi, osiagnie 49°/7. Maksymalnie, podczas opozycii,
tarcza Jowisza moze osiggac 52" i zdarza si¢ to co 83 lata. Najblizsza wielkg opozycje bedziemy
mogli zaobserwowa¢ dopiero w 2034 roku, 2 obecna jest najwigksza od 1975 roku. Do

momentu, gdy w listopadzie na niebie wieczornym pojawi si¢ Wenus, Jowisz (przy jasnosci

okolo —2,9 mag) bedzie najjasniejszg ,,gwiazda™. Nastepnie az do maja przyszlego roku Wenus
pozostanie najjasniejsza ,,gwiazda wieczorna'.

Jesienia Merkury znajdzie si¢ dwukrotnie w najwigkszej elongacji, tj. najdogodniejszym

polozeniu dla ziemskiego obserwatora. Najpierw — 3 paZdziernika — oddali si¢ o 26° na wschod
od Stonca. W tym czasie jednak ekliptyka tworzy maly kat z horyzontem (patrz Delta 1/1986),

a wiec Merkury bedzie stabo widoczny i zajdzie jeszcze o zmierzchu. Péiniej, w okolicach 13
listopada, bedzie mozna dostrzec Merkurego na niebie porannym, w maksymalnej odleglodci (19°)
na zachod od Slonca. Tym razem, cho¢ maksymalna odleglos¢ katowa bgdzie mniejsza niz

w pazdzierniku, warunki obserwacji bgda znacznie lepsze, poniewaz o tej porze roku ekliptyka
tworzy o swicie duzy kat z horyzontem.

Ci, ktorzy lubig wezesnie wstawaé, majg szanse zaobserwowac jesienia rowniez Marsa, Od 23
sierpnia, gdy przeszedt zlgczenie ze Sloficem, warunki jego widzialnosci stopniowo polepszaja sig.
10 listopada warto zwroci¢ uwage na stosunkowo bliskie (w odleglosci 3°) przejscie Marsa na
polnoc od Spiki — najjasniejszej gwiazdy konstelacji Panny. Do wrzes$nia przysziego roku Mars
bedzie wschodzil coraz wezesniej, az do momentu osiggnigcia opozycji. Tym razem bedzie to
Wielka Opozycja Marsa! (O opozycjach Marsa pisaliSmy w Delcie 7/1986.)

Milosnikom nieba, dysponujacym przyrzadami astronomicznymi, polecamy dokonanie
obserwacji Jowisza podczas zblizajacej si¢ opozycji. Wielka planeta jest szczegdlnie efektowna —
przy trzydziestokrotnym powigkszeniu wyglada jak Ksiezyc obserwowany golym okiem.
Kilkunastocentymetrowy instrument pozwala dostrzec kilka charakterystycznych pasow
rownoleglych do rownika planety. Pasy te utworzone sa z chmur istniejacych w rozleglej
atmosferze Jowisza. O istnieniu atmosfery $éwiadczy rowniez fakt, ze tarcza planety jest jasniejsza
w srodku niz przy brzegu.

Dla skromnych na ogét srodkéw optycznych mitosnika astronomii dostepne sa tylko cztery
najjasniejsze (odkryte przez Galileusza) satelity Jowisza. Wida¢ je w postaci Swiecacych punktow,
zmieniajacych szybko swe polozenie wzgledem planety. Ich ruch odbywa sie niemal dokladnie

w plaszezyznie rownika Jowisza, totez caly czas ukladaja si¢ prawie wzdluz prostej. W ciggu
kilku godzin obserwacji mozna zauwazy¢ zakrycia satelitow Jowisza przez jego tarczg, zacmienia
satelitow zanurzajacych si¢ w cieniu planety lub cienie satelitow na jej powierzchni.
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