
Klub 44 Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatykii Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i RedakcjiDelty

Czol6wka ligi zadaniowej "Klub 44 E"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 45 /~T-2,96/ i 46 /WT-2,43/

z numeru 3/1987

Piot". Bala

Robert Repucha

Anna'Gluza

Jacek Stelmach

Jerzy Lipkoweki

Piotr Wach

Leszek Szalast

- Torun

- Goldap

- Torun

- Zabrze

- Elblag

- Katowice

- Radzyn Pdl

43,63pkt

42,31pkt

39 ,89pkt

38,47pkt

37,09pkt

35,27pkt

30,98pkt

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiacan + 2. Szkice rozwiazan

zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech. dwóch lub jednego zadania (kazde

na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowoh).ymi przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki
i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.

Oceniamy zadania w skali odO do I z dokladnoscia doO, I. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci

danego zadania: WT = 4 - 3SjN. gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, aN -liczbe osób,
które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) - i tyle punktów

otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie i w którejkolwiek z dwóch konkurencji

(M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne
czlonkostwo - to tytul Weterana.

Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze1/1987.

Termin nadsylania rozwiazan: 30 XI 1987
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Zadania z fizyki nr 53, 54

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

53. Kierowca samochodu pedzacego po poziomej. suchej plycie lotniska nagle zauwazyl
przeszkode ustawiona prostopadle do kierunku jazdy. Jaki manewr - hamowanie czy skret -
daje wieksza szanse unikniecia zderzenia z przeszkoda? Zakladamy, ze nawierzchnia lotniska ma
jednakowe wlasnosci w calym obszarze manewru, a przeszkoda jest szeroka,

54. Wyobrazmy sobie, ze opanowano technike superdrobnego druku, odczytywanego za pomoca
mikroskopu elektronowego. Jakim kryterjom powinien odpowiadac material uzyty jako "farba
drukarska" nanoszona na podloze przenikliwe dla elektronów, aby zapewnic trwalosc zapisu
i dobra jakosc obrazu?
Ocenic, jaka naj mniejsza wielkosc moglaby miec reprodukcja calosci zbiorów biblioteki liczacej
l milion ksiazek, srednio po 400 stron. W jaki ewentualnie sposób mozna by informacje zawarta
w tych ksiazkach zapisac na jeszcze mniejszej powierzchni?
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Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1987

Przypominamy tresc zadan

49. Na jednym koncu liny przerzuconej przez blok staly (rysunek) zamocowana jest drabinka sznurowa o masiem,
na której znajduje sie czlowiek o masie M. nalirugim koncu liny wisi przeciwciezar o masieM+m. Uklad ten

poczatkowo pozostaje w spoczynku. W pewnym momencie czlowiek zaczyna sie wspinac po drabincei pokonuje na

niej odcinek o dlugosci l. Obliczyc droge, jaka przebyl czlowiek w ukladzie odniesienia zwiazanym z Ziemia, przy

zalozeniu, ze masy linyi bloku sa bardzo male w stosunku do Mi m, a tarcie jest zaniedbywalne.

50, Pragniemy sfotografowac pejzaz w swietle Ksiezyca tak, aby uzyskane zdjecie bylo zblizone jasnoscia do zdjecia

wykonanego w warunkach dziennych. Ile - orientacyjnie - razy czas ekspozycji podczas pelni Ksiezyca, przy
bezchmurnym niebie. winien byc dluzszy od czasu ekspozycji przy bezposrednim oswietleniu slonecznym?

W przyblizonych rachunkach przyjac, ze srednica katowa tarczy Ksiezyca wynosi 0~5 oraz ze powierzchnia Ksiezyca

odbija okolo O, I padajacego promieniowania.

49. Zadani"e to jest ideowo zblizone do zadania nr 37, którego
rozwiazanie zamiescilismy w numerze 3/1987.
Zamiast omawianego ukladu mozna rozpatrzyc uklad
równowazny, przedstawiony na rysunku:

Stad wzór na poszukiwana droge:

M+2m
Sc =----1.

2(M+m)

czlowiek (c) na wózku (w) o masie M+2m, poruszajacym sie bez
tarcia na poziomej plaszczyznie, Stosunek przyspieszen(a),
predkosci (v) oraz odleglosci (s) przebytych przez czlowieka-
i wózek w ukladzie zwiazanym z nieruchomym srodkiem masy,
czyli z Ziemia, jest równy

przy czym odpowiednie wektory dla czlowieka i wózka maja
przeCiwne zwroty.
Droga przebyta przez czlowieka w ukladzie wózka wynosi

1 = sc+sw = (1+ M )sc,M+2m

Vw Sw

M+2m

M

50. Oswietlenie Ksiezyca przez Slonce jest zblizone do oswietlenia
Ziemi. Niech natezenie tego oswietlenia wynosilo, calkowity
strumien swietlny padajacy na powierzchnie Ksiezyca jest wiec
rrR2/o, gdzie R - promien Ksiezyca. Mozna przyjac
w przyblizeniu, ze Ksiezyc odbija czesca = 0,1 tego
promieniowania jednorodnie w pólsfere. Natezenie odbitego od
Ksiezyca swiatla bedzie zatem na powierzchni Ziemi wynosilo

1= a:nRz/o/(2:nr2) = (a/2)(R/r)'/o = (a/8)y2/0,

gdzie r jest odlegloscia Ziemia-Ksiezyc, y - srednica katowa
tarczy Ksiezyca (w radianach). Po podstawieniu danych
otrzymujemy l/lo = 10-6• Czas naswietlania powinien wiec
zostac wydluzony 106 razy. Nalezy jednak pamietac, ze przy
bardzo slabym oswietleniu wymagane sa dluzsze czasy ekspozycji,
nizby to wynikalo z prostyc' ..:aleznosci (dlatego tez wskazane
jest wykorzystanie pelnego otworu obiektywu).
Faktyczna jasnosc Ksiezyca w pelni wynosi okolo 1/400 000
jasnosci Slonca. Wyzsza od obliczonej przez nas wartpsc wiaze
sie z faktem nieizotropowego odbicia swiatla przez powierzchnie
Ksiezyca - odbicie w kierunkach zblizonych do kierunku
padania swiatla jest stosunkowo bardziej intensywne.

14



Rys. 2Rys. 1 A

Niech A bedzie symetralna bokówAB i CD. W sytuacji z rysunku 1 dlugosc sieci nie zwiekszy
sie, gdy punkty P i Q zastapimy ich rzutamiP', Q' na prosta A (rysunek 3):AP + PB ;;. AP' + P' B
(co wynika z wlasnosci elips o ogniskachA, B), CQ+QD ;;. CQ' +Q'D (analogicmie),
PQ ;;. P'Q'. Mozemy wiec zakladac, zeP, Q E A. Dalej, mozna zakladac, ze srodek odcinkaPQ
pokrywa sie ze srodkiem O kwadratuABCD. Bowiem jesli nie, to przesuwamy ten odcinek do
polozenia PoQo symetrycznego wzgledem O (rysunek 4) i oznaczajac przezE punkt odcinka AD
taki, ze DE = PQ = PoQo, mamy AP+QD = AP+PE;;. APo+PoE = APo+QoD
(z wlasnosci elips o ogniskachA, E, jako ze Po lezy na symetralnej odcinkaAE).
Ostatecznie zredukowalismy zadanie do sytuacji z rysunku 5:P, Q E A,
OP = OQ = 1- t E [O, 1] (przyjmujemy, ze bok kwadratu ma dlugosc 2). Ale wówczas

AP = BP = CQ = DQ = YI+t2, PQ = 2-2t i dlugosc sieci S równa sie2-2t+4YI+t2.
Badajac pochodna otrzymanej funkcji zmiennejt E [0,1] stwierdzamy, ze osiaga ona minimum

przy t = Y1/3. Nietrudno zauwazyc, ze wówczas trzy odcinki wychodzace z punktuP

Cipodobnie z Q) wyznaczaja sektory o równej rozwartosci 120°. Jest to poszukiwana
konfiguracja.

Uwaga. W koncowym fragmencie mozna bylo zastosowac do trójkataAOB twierdzenie mówiace,
ze w trójkacie T o katach.;;; 120° suma odleglosci punktuP E T od wierzcholków trójkata jest
najmniej sza wtedy, gdy bokiT sa widoczne zP pod równymi katami 120°.

152. Skorzystamy z nierównosci miedzy srednia arytmetyczna i geometryczna oraz
z nierównosci 2nn! < nn zachodzacej dlan;;' 6 i latwej do udowodnienia przez indukcje. Dla
liczb naturalnych m ;;'.1 i n ;;. 6 mamy wiec

151. Zaprojektowac siec dróg o minimalnej lacznej dlugosci. laczacych cztery miejscowosci w wierzcholkach
kwadratu.
152. Dowiesc, ze(~k-1/2)2+ (Ek-1/3)3 > 2(n2+ n-l) dla Il = 1,2,3, o.,; sumowanie pok = l, o •.• n

Roz~iazania zadan z matematyki z numeru 5/1987

Przypominamy tresc zadan:

Zadania z matematyki nr 155, 156

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

151. Przez siec dróg rozumiemy w tym zadaniu zbiórS bedacy suma skonczenie wielu luków
krzywych o dobrze okreslonych, skonczonych dlugosciach. Zaklada sie przy tym, ze zbiórS jest
spójny, tzn. kazde jego dwa punkty laczy krzywa zawarta wS, oraz ze wierzcholki A, B, C, D
rozpatrywanego kwadratuK naleza do S. Kazdy taki zbiór mozna przedstawic w postaci sumy
luków nie majacych punktów wspólnych innych niz konce. Suma dlugosci tych luków - to
wielkosc, która mamy zminimalizowac. Wielkosc ta, oczywiscie, nie zwiekszy sie, gdy kazdy
z tych luków zastapimy odcinkiem prostej; mozemy wiec do takich sieci ograniczyc uwage.
Jesfi pewne fragmenty sieci S leza poza kwadratemK, to zastepujac kazdy punktj> E S- K
przez punkt P' E K lezacy naj blizejP otrzymamy siec S' o lacznej dlugosci mniejszej niz S.
Wystarczy wiec rozpatrywac sieci S zawarte wK.
Przeciwlegle wierzcholki A i C musi laczyc pewna lamana zawarta w S. Dla ustalonej lamanejL,
biegnacej odA do C, minimalna dlugosc sieci S zawierajacejL uzyskamy dolaczajac doL odcinki
BP i DQ, gdzie P, Q E L sa punktami lezacymi naj blizej wierzcholkówB i D (odpowiednio).
Dlugosc ta nie zwiekszy sie, gdy "wyprostujemy" fragmenty lamanejL, na które zostala ona
podzielona punktami P i Q. Tak wiec wystarczy ograniczyc uwage do sieci S zlozonych z pieciu
odcinków, jak pokazuja rysunki 1 i 2; rozróznienie bierze sie stad, ze punktQ moze lezec na
lamanej L miedzy punktami P i C lub miedzy A i P, a poniewaz sytuacje te sa w pelni
symetryczne, bedziemy rozwazac tylko sieci pierwszego typu (rysunek 1). Dopuszczamy polozenia
graniczne, tj. takie, w których punktyP i Q pokrywaja sie badz tez którys z nich pokrywa sie
z któryms z wierzcholków.

O

155. Wyznaczyc kres górny wartosci funkcji/(x) = 2-x+2-1/x na zbiorze liczb rzeczywistych
dodatnich.

156. Czy dla kazdej liczby naturainejk istnieje wieloscian wYpukly majacy dokladniek
przekatnych? (Bierzemy pod uwage tylko przekatne przecinajace wnetrze wieloscianu.)

Zadanie 156przyslal pan Werner Mnich z Opola.
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Panowie Jedrzejewlcz i Bank - obaj koncza

druga runde.

Rys. 3

Rys. 4
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Czol6wka ligi zadaniowej "Klub 44 M"

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 145 /WT~3,13/ i 146 /WT-1,15/

z numeru 2/1987

Piotr Jedrzejewicz ~ Torun 48,12pkt

Andrzej Bonk - Chelmza 45,22pkt

Zbigniew Zaus - Krak6w 43,01pkt

Pawel Kaminski - Warszawa 42,82pkt

Karol Jachacy - Tluszcz 41,97pkt

Jerzy Janowicz - Boleslawiec41,27pkt

Edward Orzechowski - Warszawa 39,39pkt

Miroslaw Mikucki - August6w 39,14pkt

1-1

A

Rys. S

1 (n)-l/m--;; ~k-l/m > (II k-1/m)1/n = ((n!)l/n)-l/m > 2 '
a stad (~k-l/m)m > 2nm-l. Przyjmujac m = 2 i m = 3 otrzymujemy dla lewej strony danej
w zadaniu nierównosci oszacowanie z dolu przez sume2n+2n2, sluszne dlan ;;. 6. Gdy to
wyrazenie zmniejszymy jeszcze o 4, dostaniemy nierównosc prawdziwa takze dlan = 1,2,3,4,5
(o czym mozna sie przekonac bezposrednim sprawdzeniem). Dowodzona nierównosc zachodzi
zatem dla wszystkich liczb naturalnychn ;;. 1.
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