Naprawdg si¢ rusza

W Malej Delcie w poprzednim numerze podaliSmy siatki dwoch
ruchomych wieloécianow, Teraz, zgodnie z zapowiedzia,
przedstawimy dowod, ze wieloscian Connelly’ego jest naprawde
ruchomy. Dowéd taki jest niezbedny, bo istnienie tekturkowego
modelu, ktory sie rusza, moze wynikac z niedokladnosci
wykonania, sprezystosei i elastycznosei tekturki itp. Na
zakoriczenie podamy jeden z takich przykiadow.

Pod tekstem jest reprodukowana siatka wieloscianu Connelly’ego,
ktorego ten dowod dotyczy. Podane tez sa dlugosci”
poszcezegolnych krawedzi. Wygodnie skleja sig taki wieloscian,
gdya= 1 cm.

A teraz zaczynamy dowod. Wykonajmy (moze byc

w wyobrazni) model krawedziowy jak na rysunku 1. Zauwazmy,
ze wszystkie powstale trojkaty (jest ich 6) mozemy pokryc
tekturka bez wplywu na ruchomo$é otrzymanej figury (nie jest
ona wieloscianem). Otrzymana figura rusza si¢. Mianowicie,
trzymajac punkty C i D na jednym poziomie mozemy punkty B
i F przemiesci¢ w dol. Cztery trojkaty o wierzcholku E stanowig
powierzchnie boczna ostrostupa, a wigc nie przeszkadzaja

w ruchu — po prostu krawedzie EB i EF zblizaja sie. Punkt A,
jako nalezacy tylko do dwoch $cian, tez nie ogranicza ruchu.
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Rys. 1. BCFD o prostokat, ABC i DEF to tréjkaty rownoboczne,
AD = BE = CE.

A teraz zadanie pomocnicze: je$li PQ = RS i PS = RQ oraz
srodki T'i U odcinkow PR i QS sa rozne, to prosta TU jest
prostopadta do obu tych odcinkow. Jak latwo zauwazyé,
wystarczy wykazad, ze TU | PR, to za$ wynika z przystawania
trojkatéw PTU i RTU (PT = RT z zalozenia, TU wspolne,

PU i RU to srodkowe w przystajacych trojkatach POS i RSQ —
rys. 2).
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Z tego zadania wynika, ze lamana zamknigta BCFD ma

w kazdym polozeniu 0§ symetrii — prosta laczacg srodki BF

i CD. Poniewaz punkt 4 jest polaczony z B, C i D krawedziami
o takich samych dlugosciach jak krawedzie lgczace Ez F, D i C,
wiec punkty A i E lezg symetrycznie wzgledem tej samej osi.
Stad mamy (cho¢ tego nie zakladalismy) AF = EB — odleglosc
AF jest stala.
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A teraz zupelnie inna figura —
budujemy model krawgdziowy jak na
rysunku 3. Pokrywamy tekturka
wszystkie 6 trojkatéw. Otrzymana
figura sig¢ rusza — mozemy mianowicie
zbliza¢ (badz oddala¢) punkty K i L.
Pozostale wierzchotki beda wtedy
lezaly na plaszczyznie symetralnej
odcinka KL, co wigcej — na pewnym
(zaleznym od odleglosci KL) okregu.

Rys. 3. Wszystkie krawedzie wychodzgee z Kiz L
53 réwne oraz AM = FH.

Znow zadanie pomocnicze: jesli punkty P, O, R, S lezg kolejno
na okrggu i PQ = RS, to PR = SQ. Wobec rownosci cieciw PQ
i RS mamy rownos¢ lukow Pfﬂt i QE:S‘, a wigc i rownosé
zamykajacych je cieciw (rys. 4).
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Rys. 4

Z zadania tego wynika, ze w dowolnym polozeniu modelu
z rysunku 3 odleglo$é AF jest rowna odleglosci MH, a wiec
stala,

Dobranie w obu modelach tych samych nazw dla koncow
odcinkow o stalej diugodci sugeruje, ze chcemy te punkty zlepic.
Ustawmy model z rysunku 3 (w ktorym AF jest tej samej

dlugoéci co AF z rysunku 1) tak, by punkt M byl wysunigty ku
nam i zlepmy punkty A i F obu modeli. Nie da si¢! Przeszkadza
mianowicie $ciana CEF i punkt H, ktéry ,.chcialby” ja przebic.
Trudno, musimy zmodyfikowa¢ model z rysunku 1 robiac wneke
na punkt H — zastepujemy Sciang CEF trzema innymi (rys. 5).
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Teraz juz mozna punkty A, jak tez punkty F, zlepi¢. Kazdy ze
zlepionych modeli moze si¢ teraz poruszaé niezaleznie, cho¢
mniej — ruch modelu z rysunku 1 (a wlasciwie 5) z jednej strony
jest ograniczony przez Sciany ABD i EDB (dlatego mowilismy

o ruchu Bi Fw dél, a nie w gore), choé to ograniczenie miat

i przed sklejeniem z modelem z rysunku 3. Ma jednak teraz

i ograniczenie z drugiej strony — przez dotknigcie krawedzi CE
do (podobnej de litery Z) tamanej AMHF, a dokladnigj jej
odcinka MH. To samo ogranicza ruch drugiego ze sklejonych
modeli.



Model otrzymany po sklejeniu nie jest, oczywiscie, wieloscianem —
ma 8 luznych krawedzi (AC, FC, AD, FD — pierwszy i AK, FK,
AL, FL — drugi). Z podanych nazw wynika, ze zaklejamy otwory
czterema trojkatami: AKC, FKC, ALD i FLD. 1 praca
zakoriczona. Model sig rusza, cho¢ teraz obie czesci razem. Ale
nowe ograniczenia ruchu nie powstaly.
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Rys. 6

Jedynym klopotem przy budowie siatki wieloscianu jest
wlasciwy dobor proporcji odcinkow AF, AM i AK. Chodzi o to,
by koncowe zaklejenie bylo mozliwe. Dlatego podalismy
dokladne wymiary.

Radzimy w wykonanym (lepiej z siatki, niz stopniowo wedtug
przebiegu dowodu) wielo§cianie zrobi¢ okragle okienko w $cianie
CFK i przez nie oglada¢, jak podczas poruszania punktami B i F
(lub K i L) krawgdzie CE i MH dotykaja sig i oddalaja.

A teraz obiccany wieloscian o oszukanym ruchu. Dwa jednakowe
oémiokaty foremne dzielimy na polowy, nastepnie sklejamy

z nich cztery ostrostupy bez podstaw, Z nich — dwa

osmiosciany o dwoch nie sklejonych krotszych krawedziach.
Ustawiamy osie tych o§mioscianow pod katem prostym i faczymy
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je ,,otwartymi pyszczkami. Ten pigkny przykiad podat nam
Tadeusz Wojszcz.

Posiadany przez nas model tego wieloScianu rusza si¢ — kazdy
z o$miosciandw mozna przez SciSnigcie w ,,kacikach ust”
rozptaszczyé, a wowczas drugi ,,zamyka pyszczek™ i staje sig
regularnym osmioscianem. Ruch uzyskany przez splaszczanie na
zmiang lewego badz prawego osmioscianu jest znacznie wigkszy
niz w wieloscianie Connelly’ego. Jak jednak przekonac sig, ze to
oszustwo?

My uzyliémy takiego sposobu. ZnalezliSmy funkcje f, ktora
odleglosci , kacikow ust™ przyporzadkowuje odleglosé ,,czubkow
warg"”, Zatem z lewej jest [(TZ) = XY, a z prawej f(XY) = TZ.
A wiec musi byé ff(a) = « dla kazdej liczby « z przedziatu

<0. ?XZ > (Czytelnik zechce uzasadnic. ze w takim wlasnie
zakresie zmienia sie zarobwno XY, jak TZ.) SprawdziliSmy, czy
ff(x) = « i okazalo sig, ze tak nie jest. Obliczajac ff(~) dla ~
branych co 0,05 - XZ najwieksza roznice | ff(x) —x| otrzymaliSmy
dla x = 0,2- XZ i wyniosla ona 0,1 - XZ. Ale moze, przy

jakiej$ zmianie proporcji, model Wojszcza bedzie si¢ ruszal?
Nie wiemy.

A. AB = AC = BC = DE =
= DF = EF = 9a,
AD = BE = CE = HM = 124,
AKX = AL = FK = FL =
= HK = HL= KM = LM =
= 15a,
AM = FH = 4a,
BD = CF = CK = DL = 16a,

CG = lla,
EG = 5a,
FG = 7a.

Opracowali

dr Jerzy
BEDNARCZUI

i dr hab. Marek

A KORDO:



