
Czy geometrzy
.

znaja wszystkie grupy? Dr Zbigniew MARCI NIAK

Z pojeciem grupy spotykamy sie na lekcji geometrii. :Dla
zadanej figury, np. wielokata, wyrózniamy zbiór tych izometrii
plaszczyzny, które zachowuja nasza figure. Zbiór ten tworzy
grupe, ze skladaniem przeksztalcen jako dzialaniem grupowym.
Pozwala ona mierzyc symetrycznosc rozwazanego obiektu: im

bardziej symetryczny, tym bogatsza jest jego grupa.

Slady na sniegu znacza sposób poruszania sie wron, czyli
opisuja pewna permutacje leniwa. Slady te ukladaja sie

w zalTlkniete wianuszki, co matematycy zwykli nazywac
rozkladem permutacji na cykle.

Grupa S", ma ciekawa wlasnosc: wszystkie istniejace na swiecie
grupy skonczone sa jej podgrupami.

Niech w zbiorze G bedzie okreslone dzialanie dwuargumentowe i wyrózniony

element e. Zbiór G nazwiemy grupa, jesli spelnione sa warunki:

a) a(bc) = (ab) c.
h) ae = ea =" a,

c) dla kazdego a E G istnieje a' E G taki, ze
aa' = a'a = e.

Jesli ponadto dla dowolnych a, b E G zachodzi ab = ba, to grupe nazywamy

przemienna·
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Zastanówmy sie nad nastepujacym pytaniem: czy grupa S",
mogla sie pojawic na lekcji geometrii? Innymi slowami, czy
mozna zrealizowac S", jako grupe izometrii pewnej figury
w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowejEn. To nic, ze dla
n ~ 4 nie potrafimy sobie wyobrazic przestrzeni n-wymiarowej.

Dla nas En jest po prostu zbiorem n-tek liczb rzeczywistych:
(Xl, ... , xn), podobnie jak plaszczyzne zwyklismy utozsamiac ze
zbiorem par (Xl, X2). W En mozemy uprawiac geometrie, np.
mierzyc odleglosc wzorem[(XI-YI)2+ ... +(Xn-YnfJI/2.

Podgrupa grupy G nazywamy podzbiór w G, który jest grupa wzgledem
mnozenia wG.

Nie ma klopotu z realizacja geometryczna grupySk. Mozemy ja
bowiem zanurzyc w grupe izometrii przestrzeniEk: zadamy, by

permutacja a dzialala wedlug wzorua(x l, ..., Xk) =
= (Xuo), ... , XU(k». (Oczywiscie sa to izometrie - patrz: wzór na
odleglosc !)

Poniewaz nie widac oczywistej odpowiedzi na nasze pytanie,

spróbujemy zanurzycSoo w izometrie "po kawalku". Dla
k = 2, 3, ... oznaczmy przezSk podzbiór SocJ skladajacy sie z tych
permutacji, które nit<ruszajak+l, k+2, ... Oczywiscie Sk sa
skonczonymi podgrupami grupyS"" która jest ich mnogosciowa
suma·
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IGI oznacza liczbe elementów w grupieG. Zadanie. Zrealizowac grupe 53 za pomoca izometrii plaszczyzny.

Podobnie mozemy badac grupy symetrii bryl, a nawet figur

wyzej wymiarowych.

Zadanie. Ile elementów bedzie miala grupa zlozona z obrotów o calkowite

wielokrotnosci kata VI· 360°?

Twierdzenie. Dla kazdej liczby naturalnejn istnieje taka stalaCn,

ze dowolna skonczona grupaG izometrii przestrzeni En ma

przemienna podgrupeA spelniajaca nierównosc[Gl/lAl ~ Cno

Naprawde istotna wlasnosc odkryl Kamil Jordan w 1878 roku:
skonczona podgrupa izometrii,En musi miec "duza" podgrupe
przemieima. Dokladniej

Niestety, nie jest to droga, która nas moze doprowadzic do celu:
przeciez wymiar przestrzeni rosnie, gdy zanurzamy coraz wieksze
podgrupy Sk. My chcielibysmy, zeby cala grupa S", siedziala
w izometriach jednej, skonczenie wymiarowej przestrzeni.

. Ustalmy wiecE" i zbadajmy, jakie warunki spelniaja podgrupy
izometrii tej przestrzeni. Po pierwsze zauwazmy, ze liczba
elementów w grupie nie ma znaczenia. Istotnie, dla dowolnej
liczby naturalnej m obroty wokól ustalonej 'prostej
o wielokrotnosci kata<X = 3600/ m tworza grupe om elementach.
Nie jest tez przeszkoda do zanurzenia w izometrie
nieprzemiennosc grupy. Istotnie, wynik zlozenia przeksztalcen
zwykle zalezy od kolejnosci ich wykonania (pomysl o wkladaniu
skarpetek i butów). Na przyklad: grupa symetrii trójkata
równobocznego nie jest przemienna.

oC.oC.oC.oC.

Mozna tez rozwazac zadanie odwrotne: mamy opisana grupe G,

czy istnieje figura F, dla której G jest grupa izometrii. Jesli ja
znajdziemy, to mówimy, ze zrealizowalismyG jako grupe
izometrii figury F. Np. grupe liczb calkowitych z dodawaniem
mozna zrealizowac jako grupe izometrii nastepujacej figury.

Przyklady grup mozna tez uzyskiwac na róznych drogach, na
przyklad tak. Niech N oznacza zbiór liczb naturalnych.
Permutacje a: N -+ N nazwiemy leniwa, jesli mamya(n) #- n
tylko dla skonczenie wielu liczbn. Inaczej mówiac, a zostawia
prawie wszystko po staremu. Latwo sprawdzic, ze zbiór
permutacji leniwych tworzy grupe ze wzgledu na skladanie
przeksztalcen, Oznaczamy jaS",. Jest ona dobrym modelem
opisujacym zachowanie (nieskonczonego) stada wron, które
siedza rzedem na sniegu - co jakis czas kilka sposród nich
zamienia sie miejscami. A oto widok z góry po takiej zamianie:
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Podkreslmy, ze stalaCn nie zalezy od grupy G, wiec im wieksza
jest grupa izometrii, tym wieksza grupe przemienna musi ona
zawierac.

A oto szkic dowodu twierdzenia Jordana. Zauwazmy najpierw,
ze istnieje punkt wE", którego nie porusza zadna izometria
z grupy G. W tym celu bierzemy dowolny punktx E E"

i rozwazamy sfereS(r) o mozliwie najmniejszym promieniur,

obejmujaca wszystkie punkty postacig(x), gdzie g E G. Ponizszy
obrazek dowodzi, ze zachodzi równoscg(S(r)) = S(r) dla
wszystkich g E G.

Latwo teraz o podgrupe przemienna: zdefiniujemyA jako
najmniejsza podgrupe, zawierajaca wszystkie izometrieg E G,
które spelniaja warunek Ilg- idll< 1/2.

Aby znalezc stala Jordana, kazdej izometriig E G przypiszemy n'
liczb. Bierzemy wersory naszego ukladu wspólrzednych:VI , ... , Vn

i wypisujemy kolejno wspólrzedne ich obrazów:

g(Vi) = (gil, ... , gin).

Poniewaz wektorg(Vi) pozostal na sferzeS(I), to Igijl ~ L
Otrzymalismy w ten sposób wlozenie grupy G w kostke
n2-wymiarowa:

Srodek sferyS(r) jest szukanym punktem stalym. Umieszczamy
w nim poczatek prostokatnego ukladu wspólrzednych.

punkty9(x),9'G- mniejsza
sfera!

G-+(-I,I>n',

g H (gil, ... ,g,,").

Latwo sprawdzic, ze zachodzi nierównosc:

Ilg-hll':; nynmax{lgij-hiJl}.

Dzielimy teraz kostke ( - l, l>,,' na male kosteczki o boku
1/(2n2+I). Jest ich wiecCn = (4n'+2)"'. To jest szukana stala.

/

Zadanie. JesliA jest podgrupa w G, to IGI/IAI jest równe
maksymalnej liczbie takich elementów gl,... ,gN E G, ze dla
i # j mamy gigjl E A.

Dowolne przeksztalcenie ciaglef przestrzeni E" w siebie

odwzorowuje sfere S(l) o promieniu l i srodku w poczatku
ukladu wspólrzednych na zbiór I(S(l)). Oznaczmy przez IIIII
odleglosc najda]szego punktu z/(S(l)) od poczatku ukladu.

Zadanie: dla dowolnych przeksztalcenf, g zachodzi
i) Ilf±gll.:; Ilfll+llglI,
ii) 11/0 gil':; Ilfll ligii,

iii) jesli a jest izometria, to Ila 0/11= 11/0 ali = Ilfll.

Liczba Ila-bll bedziemy mierzyc odleglosc miedzy izometriami
a i b.

Kluczowy argument jest taki: jesli izometriea, b sa blisko
identycznosci, to musza byc przemienne:ab = ba. Oznaczmy

, [a, bl = aba-Ib-I• Mamy dla [a, bl # id

Ilid- [a, blll = Ilab-ball = II(id-a)(id-b)- (id-b)(id-a)11 .:;
.:; 2 Ilid-all' lIid-bll.

Jesli teraz zalozymy, ze lIid-all < 1/2, to Ilid- [a, bl!1 < lIid-bll.

Podstawiajac w miejsceb kolejno bl = [a, b], b, = [a, [a, bJ],

b3 = [a, [a, [a, bm ,.. dostajemy malejacy ciag liczb

lIid-bll> Ilid-b,ll> Ilid-b,ll> Ilid-b3il>

Ale te liczby mierza odleglosc miedzy identycznoscia
i elementami bi skonczonej grupy G. Zatem któras z nich jest
zerem. Jesli jest tob" to Ilid- [a, b]11 = O; stad [a, b] = id

i ab = ba. W ogólnym przypadku dostajemybk = id dla
pewnego k, ale wtedy mozna wykazac, ze takzebk- ,

= b, = id.

Wezmy gl, ... ,gN E G i N> Cno Wtedy obrazy (przy wlozeniu
w kostke) dwóch elementówg;, gJ leza w tej samej malej kosteczce,
wiec

Ilgigjl-idll = ligi-gili.:; n' y/i'1/(2n2+1) < 1/2,

a zatemgigJ-1 E A. Na mocy zadania IGI/IAI .:;c". O

Wszystkie znane dowody twierdzenia Jordana daja znacznie
zawyzone wartosciCno Najlepsze oszacowanie nie jest znane.

Mimo tego mozemy teraz pokazac, ze grupa Sw nie da sie
zrealizowac geometrycznie w zadnej przestrzeniE". Gdyby to
bylo mozliwe, to wybralibysmy liczbe pierwszap > C"+ l
i rozwazyli podgrupe S,p_ I c Sw. Na mocy twierdzenia
Jordana S'P_I ma duza przemienna podgrupeA. Niech a

przesuwa cyklicznie liczby 1, 2, ... ,p i niech T robi to samo
z liczbami p,p+ 1, .. " 2p-1.
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Posród permutacji a, a', ... , aP-1 sa dwie: ai, aj takie, ze
ai (aJ)-1 ~A(p-l > c,,). Istnieje zatemO < k < p takie, ze
ak E A. Podobnie istniejeO < l < p takie, zeTI E A. Ale

(ak. TI)(p) = p+l # p-k = (TLO a~)(p),

czyli elementy ak, ,I EA nie sa przemienne. Ta sprzecznosc
dowodzi, ze grupa Sw nie mogla pojawic sie na lekcji geometrii.

Rozwiaz~nie iadania F 227. Równanie ruchu
obrotowego tloka zapiszemy w postaci

mw'x = (Po-p) S.

Warunek nieruchomosci tloka wzgledem
rurki ma postac

px = pol,

gdzie p oznacza cisnienie powietrza miedzy

tlokiem a zamknietym koncem wirujacej
rurki, x jest koncowym polozeniem tloka.
Stad otrzymujemy równanie kwadratowe
na x

111m2

PaS x2-x+1 = O,

x

którego pierwiastki sa równe odpowiednio

poS ( v-4~1-,7,)2/)Xl2 = ---' 1+- 1- ---
. lmw2 - PaS'

Oczywiscie musi byc spelniony warunek

4mw'lfpoS < t. gdyz inaczej tlok wyleci
z rurki. Aby stwierdzic, czy oba pierwiastki
sa rozwiazaniami, spójrzmy na rysunek, na
którym przedstawiono wykresy funkcji Yl =

mw2 ... h
= PoS x2 + II Y2 = x. PrzeCieCie tye

wykresów daje dwa pierwiastki Xl i Xl

równania kwadratowego. Latwo zauwazyc,
ze Xl odpowiada niestabilnemu polozeniu

równowagi, a Xl - stabilnemu. A wiec
koncowe polozenie tloka okreslone jest przez

x, = poS _ , (I _ ~ / 1- 41/10)'l).2mw2 V PaS
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