Czy geometrzy znaja wszystkie

™,

Z pojeciem grupy spotykamy sie na lekcji geometrii. Dla
zadanej figury, np. wielokata, wyr6zniamy zbior tych izometrii
plaszczyzny, ktore zachowuja nasza figure. Zbior ten tworzy
grupe, ze skladaniem przeksztaiceni jako dzialaniem grupowym.
Pozwala ona mierzy¢ symetrycznos¢ rozwazanego obiektu: im
bardziej symetryczny, tym bogatsza jest jego grupa.

Miech w zbiorze G bedzie okreslone dzialanie dwuargumentowe i wyrdzniony
element e. Zbidr G nazwiemy grupa, jesli spelnione sq warunki:

a) albe) = (ab) e,

b) ae = ea = a,

¢) dla kazdego a € G istnicje a’ € G taki, 2e

aa’ = d'a=¢.

Jedli ponadto dla dowolnych a, b € G zachodzi ab = ba, to grupe nazywamy
preemienna.
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|G| oznacza liczbe elementdw w grupie G.

Podobnie mozemy badaé grupy symetrii bryl, a nawet figur
wyzej wymiarowych.

Moina tez rozwazad zadanie odwrotne: mamy opisang grupg G,
czy istnieje figura F, dla ktorej G jest grupa izometrii. Jesli ja
znajdziemy, to mowimy, ze zrealizowalismy G jako grupg
izometrii figury F. Np. grupe liczb catkowitych z dodawaniem
mozna zrealizowad jako grupe izometrii nastepujgcej figury.

Ls i Fs

Przykiady grup mozna tez uzyskiwa¢ na réznych drogach, na
przyktad tak. Niech N oznacza zbior liczb naturalnych.
Permutacje o: N — N nazwiemy leniwa, jesli mamy o(n) # n
tylko dla skonczenie wielu liczb n. Inaczej mowiac, o zostawia
prawie wszystko po staremu. Latwo sprawdzi¢, ze zbior
permutacji leniwych tworzy grupe ze wzgledu na skladanie
przeksztalcen. Oznaczamy ja S.,. Jest ona dobrym modelem
opisujacym zachowanie (nieskoficzonego) stada wron, ktore
siedza rzedem na $niegu — co jakis czas kilka sposrod nich
zamienia si¢ miejscami. A oto widok z gory po takiej zamianie:
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Slady na $niegu znacza sposob poruszania sie wron, czyli
opisuja pewna permutacje leniwa. Slady te ukladaja si¢
w zamknigte wianuszki, co matematycy zwykli nazywac
rozkladem permutacji na cykle.

Grupa S, ma cieckawa wlasno$é: wszystkie istniejgce na $wiecie
grupy skoriczone sa jej podgrupami.

Podgrupa grupy G nazywamy podzbiér w G, ktéry jest grupg wzgledem
mnokenia w G,

Zastanoéwmy si¢ nad nastepujacym pytaniem: czy grupa S,
mogla si¢ pojawi¢ na lekcji geometrii? Innymi stowami, czy
mozna zrealizowaé S, jako grupe izometrii pewnej figury

w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E”. To nic, ze dla

n = 4 nie potrafimy sobie wyobrazi¢ przestrzeni n-wymiarowej.
Dla nas E”" jest po prostu zbiorem n-tek liczb rzeczywistych:
(xy, ..., X»), podobnie jak plaszczyzne zwykliSmy utozsamiac ze
zbiorem par (x;, x;). W E" mozemy uprawia¢ geometrig, np.
mierzyé odleglos¢ wzorem [(x, — )2+ ... + 0 —pa)?]'2.

Poniewaz nie wida¢ oczywistej odpowiedzi na nasze pytanie,
sprobujemy zanurzy¢ S, w izometrie ,,po kawatku”. Dla

k = 2,3, ... oznaczmy przez Sy podzbior S skiadajacy si¢ # tych
permutacii, ktore nie ruszaja k+1, k-2, ... Oczywiscie Sk sa
skoriczonymi podgrupami grupy S, ktora jest ich mnogosciowg
suma.

Nie ma klopotu z realizacja geometryczng grupy Si. Mozemy ja
bowiem zanurzyé w grupe izometrii przestrzeni E*: zagdamy, by
permutacja o dzialala wedlug wzoru o(xy, ..., xx) =

= (Xo(1)s ---» Xany). (Oczywiscie s3 to izometrie — patrz: wzor na

odleglosc!)
Zadanie. Zrealizowaé grupe Si za pomocy izometrii plaszczyzny.

Niestety, nie jest to droga, ktéra nas moze doprowadzi¢ do celu:
przeciez wymiar przestrzeni rosnie, gdy zanurzamy coraz wigksze
podgrupy Si. My cheieliby$my, zeby cala grupa S, siedziala

w izometriach jednej, skoficzenie wymiarowej przestrzeni.

Ustalmy wigc E" i zbadajmy, jakie warunki spelniaja podgrupy
izometrii tej przestrzeni. Po pierwsze zauwazmy, Ze liczba
elementéw w grupie nie ma znaczenia. Istotnie, dla dowolnej
liczby naturalnej m obroty wokél ustalonej*prostej

o wielokrotnoéci kata x = 360°/m tworza grupe o m elementach.
Nie jest tez przeszkoda do zanurzenia w izometrie
nieprzemienno$é grupy. Istotnie, wynik zlozenia przeksztalcen
zwykle zalezy od kolejnoéci ich wykonania (pomysl o wkladaniu
skarpetek i butéw). Na przyklad: grupa symetrii trojkata
rownobocznego nie jest przemienna.

Zadanie, Tle elementéw bgdzie miala grupa zlotona z obrotdw o calkowite
wielokrotnosei kata /2 - 360°?

Naprawde istotna wlasno$¢ odkryt Kamil Jordan w 1878 roku:
skoniczona podgrupa izometrii E" musi miec ,,duza” podgrupe
przemienna. Dokladniej

Twierdzenie. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje taka stala ¢,,
ze dowolna skoficzona grupa G izometrii przestrzeni E" ma
przemienng podgrupe A spelniajaca nierownosd¢ |Gl/lA] < ca.



Podkresimy, ze stala ¢, nie zalezy od grupy G, wige im wieksza
jest grupa izometrii, tym wigksza grupg przemienng musi ona
zawierac.

A oto szkic dowodu twierdzenia Jordana. Zauwazmy najpierw,
Ze istnieje punkt w E", ktérego nie porusza zadna izometria

z grupy G. W tym celu bierzemy dowolny punkt x € E"

i rozwazamy sferg S(r) o mozliwie najmniejszym promieniu r,
obejmujaca wszystkie punkty postaci g(x), gdzie g € G. Ponizszy
obrazek dowodzi, Zze zachodzi rownosé g(S(r)) = S(r) dla
wszystkich g € G.

mnigjsza
sfera!

Srodek sfery S(r) jest szukanym punktem stalym. Umieszczamy
w nim poczatek prostokatnego ukladu wspolrzednych.

Dowolne przeksztalcenie ciagle f przestrzeni E® w siebie
odwzorowuje sfer¢ S(1) o promieniu 1 i §rodku w poczatku
ukladu wspolrzednych na zbior £(S(1)). Oznaczmy przez || f||
odleglod¢ najdalszego punktn z f(S5(1)) od poczatku ukladu.

Zadanie: dla dowolnych przeksztalcen f, g zachodzi
i) [1fgll < ILfil gl

i) || fogll <IIfl] lgll,

iii) jesli a jest izometria, to |la o f|| = ||f 0 al| = ||f]l.

Liczba [la—b|| bedziemy mierzy¢ odleglo$é miedzy izometriami
aib.

Kluczowy argument jest taki: jesli izometrie a, b sa blisko
identycznosci, to musza byé przemienne: ab = ba. Oznaczmy
[a, b] = aba='h~'. Mamy dla [a, b] # id

llid—la, bl|| = |lab—bal|| = ||(id— a)(id— b)— (id— b)lid—a)|| <
< 2 |lid—al| - |lid—b||.

Jesli teraz zalozymy, ze ||id—al|| < 1/2, to ||id—[a, bl|| < |lid—bl|.

Podstawiajac w miejsce b kolejno b, = [a, b], b = [a, [a, b)),
by = la, la, [a, b]]] ... dostajemy malejacy ciag liczb

[id=bl| =. |lid—b,|| = ||lid—bsl| = ||lid—b3z|| = ...

Ale te liczby mierzg odlegto$¢ miedzy identycznoscia

i elementami b, skoficzonej grupy G. Zatem ktora$ z nich jest
zerem. Jesli jest to by, to |lid—[a, b]|| = 0; stad [a, b] = id

i ab = ba. W ogolnym przypadku dostajemy by = id dla
pewnego k, ale wtedy mozna wykazaé, ze takze b,_, = ... =
== be=7d.

— Rozwigzanie zadania F 227, Réwnanie ruchu
m- obrotowego tloka zapiszemy w postaci ¥

mwix = (pp—p) S.

Warunek nieruchomosci tloka wzgledem
rurki ma postad¢

px = pol,

gdzie p oznacza cisnienie powietrza miedzy

Latwo teraz o podgrupe przemiennq:_zdef iniujemy A jako
najmnicjszg podgrupe, zawierajaca wszystkie izometrie g € G,
ktére speiniaja warunek ||g—id|| < 1/2.

Aby znalez¢ stalg Jordana, kazdej izometrii ¢ € G przypiszemy 2
liczb. Bierzemy wersory naszego ukladu wspolrzednych: v, ..., v,
i wypisujerny kolejno wspotrzedne ich obrazow:

&) = (gi1, o0y Bin):
Poniewaz wektor g(v() pozostal na sferze S(1), to [gy;| < 1.
‘OtrzymaliSmy w ten sposob wlozenie grupy G w kostke
n?-wymiarows :

G 1= < —1 » 1},,:,

g Hf&'u. --»:gun)-
Latwo sprawdgié, ze zachedzi nierownosc:
llg—hll < nynmax{|gi;—hyl}.

Dzielimy teraz kostke {—1, 1>"* na male kosteczki o boku
1/(2n*+1). Jest ich wiec ¢, = (4n*+2)"*, To jest szukana stala.

Zadanie. Jesli 4 jest podgrupa w G, to |G|/|A| jest rowne
maksymalnej liczbie takich elementow gy, ..., gy € G, ze dla
i# jmamy gig7' € A.

Weimy gy, ...,gn €G i N> ¢;. Wiedy obrazy (przy wlozeniu
w kostke) dwoch elementdw g4, g5 leza w tej samej malej kosteczee,
wiec

llgigit—idll = |lgi—gill < n-Vu 1@E41) < 172,

a zatem g;e; ' € A. Na mocy zadania |G|/l4] < ¢,. [0

Wszystkie znane dowody twierdzenia Jordana daja znacznie
zawyzone wartosci ¢,. Najlepsze oszacowanie nie jest znane.

Mimo tego mozemy teraz pokazaé, ze grupa .. nie da sie
zrealizowac geometrycznie w zadnej przestrzeni £”. Gdyby to
byto mozliwe, to wybraliby§my liczbe pierwsza p = ¢, + 1

i rozwazyli podgrupe Sa2,_; < S... Na mocy twierdzenia
Jordana §,_; ma duza przemienng podgrupe 4. Niech o
przesuwa cyklicznie liczby 1, 2, ..., p i niech 7 robi to samo

z liczbami p, p+1, ...,2p—1.

Posrod permutacji e, o2, ..., 07! s3 dwie: o', o/ takie, ze
a’ (o) € A(p—1= c.). Istnieje zatem 0 < k < p takie, ze
a* € A. Podobnie istnicje 0 < [ < p takie, 7e v' € A. Ale

(6*- v')(p) = p+1# p—k = (t"c e%)(p),

czyli elementy o*, 7' € A nie sa przemienne. Ta sprzeczno$é

dowodzi, ze grupa S, nie mogla pojawié sie na lekcji geometrii.

Y Oczywiscie musi by¢ spelniony warunek

AmalipaS < 1, gdyz inaczej ok wyleci

z rurki. Aby stwierdzit, czy oba pierwiastki

83 rozwigzaniami, spdjrzmy na rysunek, na

ktarym przedstawiono wykresy funkeji vy =
mm? . ges

= x24 1i y3 = x. Przeciecie tych
PoS

wykresow daje dwa pierwiastki xy i vy

rownania kwadratowego. Latwo zauwazyd,
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tlokiem a zamknigtym koncem wirujacej _0— 1
rurki, x jest koncowym poloZzeniem tloka. 7 )'@ 7] ¥ ze x; odpowiada niestabilnemu polozeniu
Stad otrzymujemy réwnanie kwadratowe = rownowagi, a yy — stabilnemu, A wige
na x ktorego pierwiustki sa rdwne odpowiednio koncowe polozenie tloka okredlone jest przez
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