O tomografii komputerowe;j

Podzigkowanie, Cheialbym podzigkowad mgr Beacie Toczylowskief
i dr Renacie Szamowskiej z Zakladu Radiologii Akademii
Medycznej w Warszawie za wiele cennych informacji

i przygotowanie zdjec.

Kazdy z nas mial zapewne robione zdjgcie remgenm;skie. Jest to
obecnie niezastapiona metoda diagnostyki medycznej. Nie jest to
jednak metoda doskonala. Na przyklad: na podstawie zwyklego
zdjecia klatki piersiowej nie mozna stwierdzi¢, czy topatka jest

z przodu, czy z tylu. Oczywiscie i bez zdjecia kazdy wie, gdzie
ona jest, ale bywaja bardziej ztozone sytuacje, kiedy odpowiedz
fie jest tak oczywista. Wtedy prostym i szeroko w medycynie
stosowanym wyjéciem jest zrobienie zdjecia z boku. Ale
wyobrazmy sobie, ze chcemy zobaczy¢ cos (np. guz) w mozgu.
Na zdjeciu wyraznie widac kosci, ale zupelnie nie wiadomo, czy
ledwo, ledwo widoczna roznica w jasnosci zdjecia to
przypadkowy efekt niedoskonalosci aparatury lub kliszy,
minimalna roznica w grubosci czaszki czy tez istotna zmiana’

w tkance samego mozgu.

Czytelnik dziwi sie zapewne, skad nagle w Delcie o medycynie.
0t6z odpowiedz jest prosta. Od kilkunastu lat mozna za pomoca
promieni Roentgena otrzymywac bardzo doktadne obrazy
wnetrza organizmu. Umozliwia to tomograf komputerowy.
Celem tego artykulu jest wyjasnienie matematycznych zasad
dzialania tego urzadzenia. Zastanowmy sig, co dzieje si¢ w czasie
zdjecia rentgenowskiego. Wigzka promieni Roentgena

0 znanym natezeniu poczatkowym x, przechodzi przez cialo
pacjenta, gdzie jest pochlaniana, a nateZenie koncowe x; jest
rejestrowane na kliszy, Poniewaz promieniowanie rentgenowskie
pochlaniane jest tym silniej, im gestsze (w sensie rentgenowskim)
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sq organy, przez ktore przechodzi, wiec poréwnanie x; z x¢

daje nam ich sumaryczna gestosé. To, co nas natomiast

interesuje, to rozkiad ggstosci wewnatrz ciala. Naturalnym
pomystem jest robienie zdje¢ z roéznych stron i poréwnywanie ich
ze sobg. Na lej zasadzie wlasnie dziala tomograf. Praktycznie

daje on obrazy przekrojow ciata pacjenta. W wybranej
plaszczyinie przekroju wysylamy w réznych kierunkach liniowe
wigzki promieni Roentgena o ustalonym natg¢zeniu poczatkowym
xg | mierzymy natezenie koncowe x;. A teraz zacznijmy tlumaczyé
to na jezyk matematyki,

Na plaszczyznie dana jest nieujemna funkcja f, reprezentujgca
gestosc rentgenowska. Wzdluz prostej L biegnie promien
rentgenowski, ktory jest pochlaniany proporcjonalnie do gestosci
J i do dlugoici przebytej drogi. Jezeli gestosc jest stala i rowna ¢,
to promien o natgzeniu poczatkowym x, po przebyciu drogi 4
bedzie mial natezenie x, exp(—ec4) (exp oznacza funkcije
wykladniczg o podstawie e). Jedli gestosc f nie jest stala, to
bierzemy punkty o, $i, ..., 55 jak na rysunku, i przyjmujemy

Ay =d(si, s,-)dlai = 1,2, ..., n Jezeli 4, jest male, to
funkcja [ jest w przyblizeniu stala na odcinku [sq, 5,1, a wiec
natezenie promieniowania w punkcie 5, rowne jest

w przyblizeniu x, exp(—f(s;) - 4,). Analogicznie w punkcie 5,
jest ono rowne w przyblizeniu x, exp(—f(s,)4,) - exp(—f(s,)45)
= x¢'exp [— (f(s))d, +f(s:)4,)). Stad widaé, ze natezenie

n
wyjsciowe x, bgdzie rowne w przyblizeniu x, exp (— Ef(s;)(;l() ¢
i=1
a wige, ze po przejsciu granicznym (np. dla ciaglej funkcji f)
mamy

X = x(,exp(—ff(s) ds]. czyli  loglxe/xi) = J'f{s)ds.
i i

Mamy nastgpujacy problem matematyczny:

Dla funkgcji f, okreslonej na plaszczyznie, znamy
[f(s)ds= Fy dla kazdej prostej L. Znalez¢ funkcie f.
L

)




(1) Nasuwa sie pytanie: po pierwsze, czy to si¢ w ogole daje
zrobié, po drugie— jesli si¢ daje, to jak?

W dalszym ciggu tego artykulu pokazemy, Zze odpowiedz na
pytanie pierwsze jest pozytywna oraz naszkicujemy jedna
z odpowiedzi na pytanie drugie.

W dalszych naszych rozwazaniach przyimujemy, ze funkcja /
bardzo szybko maleje w nieskoriczonosci, tak, ze wszystkie
potrzebne nam calki bedg zbiezne. W szczegolnosci Fy bgda
dobrze okreslone i skonczone dla wszystkich prostych L.

Opiszemy teraz transformat¢ Radona. Prosta L na plaszczyinie
mozemy okresli¢ dwiema liczbami p € R oraz ¢ € (0, 27]. Wiedy
Ly.¢= (x,)) :xcos g+ ypsin ¢ = p|. Te sama prosta

przedstawiamy w postaci parametrycznej jako |(x, y) = A+1 2},

gdzie A jest punktem na plaszezyZnie, a » jest wektorem

o dlugosci 1. Dla funkcii f, okreslonej na plaszczyznie,
definiujemy jej transformatg Radona Rf jako funkcje okreslona
wzorem

4 o0
Rfip, )= [ fle,pds= [ flA+roxdr.

Lo,y —®
Aby odpowiedzieé na pytanie (1), pokazemy, ze R jest
roznowartosciowe, tzn. jezeli fi g sa roznymi funkejami, to
Rf # Rg, oraz podamy pewne wskazowki, jak znajdowac f
znajac Rf.

dk

Zdefiniujemy wiclomiany Hermite’a Hy(1) = (—1)%e"* = e t:

k

dla k = 0, 1, 2, ... . Latwo zobaczy¢, ze o e ! jest wielomianem

stopnia k pomnozonym przez e~ %, a stad H, (1) to wielomian
stopnia k. Mamy rowniez nastepujaca relacjg, zwana relacja
ortogonalnosci
+00
(2) f H()Hie*dt=0dlas#k, 5,k=0,1,2, ...
—-m
Za pomoca wielomianow Hermite'a okreslamy funkcje dwach
zmiennych yy, ((x, ¥) = Hi(x) H,(3)e™*?~¥2, Jest faktem, ktory
podamy bez dowodu, ze kazda interesujaca nas funkcja f daje
sig zapisa¢ jako

o
3) g v)i= Z ax, 1k, 1(x, ¥).
kI=0
Majac ten fakt tatwo uwierzy¢, ze

o

Rf(p, @) = ) au.iRye.p, p).
: k=0
Wida¢ wiec, ze aby doktadnie zbadac transformate Radena,
nalezy obliczyé Ry, ;. Niech & f (odpowiednio ¢,f) oznacza
pochodng czastkowa wzgledem x (lub y) funkcji f(x, y). Mamy

{(,x+h,y)—_f_&_',y)_) -
(p.%)

R@S)p, ) = R(Iim
h—0 h

=limt/h| [ fax+h - [ feon)|=
L

h—=0

P Lpsp
=limi/h| [ fe»- [fen]=
h=0 Lp+h cosp, 1 L;.rp

= }xin'a 1/h [Rf(p+ hcosp, ¢)— Rf(p, )] =

= cos pd(Rf) (p, ¢).

Analogicznie otrzymujemy R(&, f) (p, @) = sin pcp(R)(p, ¢).
Korzystajac z definicji wielomianow Hermite’a mozemy napisac
Wi, 1(x, ») = (= 1)*Hgkale*x*-¥2 a wiec powyisze wzory daja

4 Ry, )p, @) = (— 1)t cos*gsin' gés+'[R(e=*¥9)] (p, ¢).

=

Aby obliczy¢ R(e~**~¥%), zauwazmy, ze obrot dookola zera nie
zmienia wartosci funkcji e™*77¥2, zatem R(e=**"37) (p, ¢) zalezy
tylko od odleglosci prostej L., od zera, a wiec od p.

Mamy wiec

+ o C
REe =9 p, @)= [ er=rdp=er [ e ¥dy.
b8 L

O tej ostatniej calce wiadomo, ze rowna sig ona ;/}; wige
ostatecznie R(e=**¥*)(p, @) = }f;e‘f”, Podstawiajac to do
rownania (4), otrzymamy

(5) RGp, 0(p, @) = (= 1A /7 costp sin'gdh* (e r%) =
= Y costy sin‘pe™ P Hy ((p).

Jestesmy teraz gotowi da¢ odpowiedz na pierwsze z pytan (1).
Twierdzenie. Transformata Radona R jest réznowartosciowa,

Dowad. Przypusémy, ze dla dwoch funkcji f;, /5 i dla kazdej
pary p, g mamy Rfi(p, ¢) = Rfz2(p, ¢). Stad latwo wynika, ze
R(fi—=f2)(p, @) = 0. Oznaczajac f = f, — [, oraz piszac f

w postaci (3) i stosujac (5) otrzymamy

0
(6) ]/f—r Z ac.jcostpsin'g e P H (p) = 0.
k=0
Naszym celem jest wykazanie, ze f = 0, a do tego wystarczy
pokazaé, ze z (6) wynika, iz wszystkie ax, 1 = 0. Rownos¢ (6)
przepiszemy jako

a n 7

s ga,,,_,mf.«mm»—-@] Hip)er* = 0
n=01s=0

Mnozac tg rownosé przez Hu(p), m = 0, 1,2, ..., i calkujac

otrzymamy

o0 n +
0=yn 2 [Za,,n_‘cas’wsin""qn] [ Ha(p)Hu(p)e™ P dp.
n=0 | s=0 “x
Z warunkow ortogonalnosci (2) wynika, ze suma ta redukuje si¢
do m-tego skladnika, a wigc
m
Za,.m-,cos‘qzsin”‘"q? =0 dlam=0,12,..
s=0
oraz ¢ € (0, 2a].
Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy ax, = 0dla k, I =0,1,2, ...
Otrzymalismy wigc roznowartosciowosc R.

Zastanowmy sie teraz, jak obliczy¢ fznajac Rf. Tak naprawde to
bedziemy obliczali wspolezynniki ax, ; w (3).
Jak juz wiemy,

Rf(p, q) = Z ]/i[ 2 @y, n— s COS*P sin”“ap] H,(ple r*,
n=0 s=0

Uzywajac relacji ortogonalnodci, analogicznie jak poprzednio,
ptrzymamy

n +.ac
D s n-scos’g sin" g = By | Rf(p, ¢) Ha(p)dp,
=0 -
T i =k
gdzie B, = [;/fc [ H,f(p)e‘-"’dpl 5
=
m n
Piszac 2 @, n—COSTpsin"*p = sin"p Z & s-sotghp
s=0 5=0
+_nn
widzimy, ze —— J Rf(p, @)H,(p) dp jest wiclomianem
sin"g <

stopnia co najwyzej n zmiennej ctg . Znajac ten wielomian



mozemy obliczy¢ jego wspolczynniki a,, .-, & czynige to dla
kazdego n = 0, 1, 2, ... otrzymamy wszystkie wspolezynniki

ag gy, kol = 0,1,2, ... To za$ daje mozliwos¢ odtworzenia funkcji
),

Jest to jednak tylko schemat teoretyczny, W praktycznym badaniu
tomograficznym nie mozemy poznac Rf(p, ¢) dla wszystkich
wartosci p € R i g € (0, 2], a tylko dla pewnego skonczonego
zbioru prostych (p, ¢). Ponadto otrzymane wartosci Rf(p, ¢)
zawsze obarczone sa pewnym bledem. Nalezy wigc znalez¢
efektywne metody przyblizonych obliczeni oraz sposoby sprawnej
ich realizacji na komputerze. Wymaga to dalszych, trudnych
badan matematycznych oraz opracowania bardzo
skomplikowanych programow komputerowych. Przedstawienie
tych zapadnien wyraznie jednak wykracza poza ramy tego
artykulu i wiedze autora.

Ostateczny wynik, czyli nowoczesny tomograf komputerowy,
ktory mialem przyjemnos¢ ogladac w Zakladzie Radiologii
Akademii Medycznej w Warszawie, jest urzadzeniem naprawdg
imponujacym. W celu zrobienia jednego takiego zdjecia, jak

na okladee, czy na poczatku artykulu (a badanie jednego
pacjenta to kilkanascie do kilkudziesieciu takich zdjgc),
tomograf wykonuje pot miliona oddzielnych pomiaréw, czyli

= Rozwigtanie zadnnia M 476, Wszystki
e funkcle B {120 = TL25 o0

mierzy J‘f(x. yids dla ponad pol miliona prostych L. W kilka
L

sekund daje on na monitorze obraz calego przekroju lub
powickszenie wybranej jego czesci. Tomograf pamigta wszystkie
przekroje dla danego pacjenta i w razie potrzeby potrafi je
przetworzyc na przekroj inng plaszczyzng. Uzywajac duzo
mmniejszej liczby prostych moze da¢ bardzo szybka serig zdjec
(oczywiscie, mniej dokladnych), co pozwala zobaczy¢ ruch
pewnych organow albo przeplyw wprowadzonego do organizmu
kontrastu. Ma jeszeze wiele innych mozliwosci. Oczywiscie dla
medycyny to wszystko to dopiero poczatek, trzeba duzej wiedzy
i doswiadczenia, aby wiedziec, jaka chorobe na takich obrazkach
widac.

Transformata Radona ma, oczywiscie, naturalne uogolnienia.
Wiele z nich jest uzytecznych zarowno w matematyce, jak

i w zastosowaniach. Mozna np. rozwazac funkcje trzech
zmiennych i calki po wszystkich plaszczyznach w przestrzeni.
Zasadnicze wyniki matematyczne sa tu podobne (chociaz nieco
bardziej skomplikowane) do przedstawionych powyzej. Ta
matematyczna teoria jest podstawa jeszcze nowszej techniki
diagnostyki medycznej, opartej na zjawisku magnetycznego
rezonansu jadrowego (nazywanego czgsto angielskim skrotem
NMR).

glf) = k. W ien sposab ® (-] [ ] @ (]
tkie funkcic okreslone na { n
pelniajgce warunki zadania. Ustalajae /, prayporzgdkowujemy funkeji f

& i) Ponadio powyzsze preyporzydkowanie; pray funkeie g, bedaca jej obéigciem do zbiora
@ L L] L] [ ] ustalonym /, jest roznowartodciowe. Jednak | 1152 o m= RS Podobaie jak
Z ic #— | wartosci, zatem poprzednio, widzimy, de druga klasa liczy

Czytelnicy pisza

funkeji (m= 1)+ Py_3 funkeji.
ie dia 7 - ie Pp=(n=1)(Py_y+ Fn.2}

nujemy Py i)

Pan Ryszard Bublewicz z Jeleniej Gory zauwazyl, Ze:

wycinajac -z kuli walec obrotowy o osi przechodzacej przez srodek kuli otrzymamy ,,pierscien

1
kulisty” o objetosci = ad?, gdzie d to dlugodc zawartego wewnatrz kuli odcinka tworzacej

walca,

A zalem

WZOTY mamy:

objetosc¢ ,,pierscienia kulistego’' zalezy tylko od jego wysokosci — w szezegolnosei nie zalezy od
promienia kuli, z ktorej zostal wycigty.

A oto dowod. Przyjmujac oznaczenia z rysunku i sicgajac (do glowy lub tablic) po stosowne

4
objetosé kuli to ?m‘j,

objetosé walca to ag*d = 2x(r? —h*)h,

6

1 | 1
objgtose czaszy to ¥ agip+ — ap? = % alr— > 2r+h).
Poniewaz wycinamy walec | dwie czasze, wigc objetosc czgsci wycigte] wyniesie
& 4
2a(r2 —h*)h+ = a{r—h)*2r+h) = 5 a(rd—h?)
i rzeczywiscie objetos¢ pierscienia bedzie

4 4 I
—art——alr—h?) = —ah® = —nd?.
3 3



