
Klub 44
Czolówka ligi zadaniowej liKIub' 44 M'I

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 143 /WT=2.86/ 1 144 /WT=2,60/
z numeru 1/1987

Michal Marczak - Radom 44,99pkt

Piotr Jedrzejewicz - Torun 43.84pkt
Andrzej Bank - Chelmza 40,94pkt

Karol Jachacy - Tluszcz 40,82pkt

Zbigniew Zaua - Kraków 40,61 pkt
Jerzy Janowicz - Boleslawiec40,12pkt

Pawel Kaminski - Warszawa 38,54pkt

Pan Marczak wszedl do Klubu 44 z numerem

czterdzies tym s zós tym.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do kOlka miesiaca n + 2, Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerze n+4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch lub jednego zadania

(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robicco miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M

Jub Klub 44 F. Oceniamy zadaniaw skali od O do 1 z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik

trudnosci danego zadania: WT = 4 - 3SlN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, aN-
liczbe osób, które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M- lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgroma'dzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lubF), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.

szczególowy r~gulamin zostal wydrukowany w numerze 1{1987.

Redaguje dr Andrzej NADOLNY Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 3(1987

Przypominamy tresc zadan:

45. Rysunek przedstawia obwód autotransformatora o bardzo

duzej liczbie zw-ojówn, w którym opornik o oporze R jest
podlaczony do jednego zwoju. Obliczyc natezenie pradu plynacego

przez opornik przy zalozeniu, ze prad ten praktycznie nie wplywa

na strumien pola magnetycznego w rdzeniu autotransformatora,

a opór R jest znacznie wiekszy od oporu jednego zwoju. Jakie jest

przesuniecie fazowe pradu plynacego przez opornik w stosunku

do pradu plynacego przez autotransformator? Jaka powinna byc

indukcyjnosc autotransformatora, aby przyjete zalozenie moglo

byc spelnione?

46. Pod jakim katem wzgledem poziomu powinien byc rzucony. woreczek z piaskiem. aby po upadnieciu na lód

wspólczynnik tarcia woreczka o lód wynos; 0,1) dotarl jak najdalej?

1
45. Napiecie na jednym zwoju autotransformatora jest równeV' = ,-- Vosinwt,

n
Czolówka ligi zadani.O\oJ0j "!<lub 44 F"

po uwzgl~dnieniu ocen rozwiazan

zadan 41 /WT=2.12/ i 42 /WT=2.84/
z numeru 1/1987

V'
wobec tego natezenie pradu plynacego przez opornik wynosiIR = ---

R

Vosinwt

liR

Aleksander Surma - f'IJyszk6w42.48pkt
Robert Repucha

- Goldap37,24pkt
Piotr Bala

_ 'rorut135,97pkt
Anna Gluza

_ 'rorun35,71pkt
Jacek Stelmach

- Zabrze33,53pkt
Jerzy Lipkowski

- Elblag31,32pkt
Zbigniew Galia.

- Kraków29.46pkt
Piotr Wach

- Katowice29.18pkt
Jak widac, jest ono zgodne w fazie z napieciem zasilajacym. NatezenielA pradu plynacego
w uzwojeniu nieobciazonego autotransformatora jest apóznione w fazie onf2 wzgledem
napiecia zasilajacego. Wobec tego prad plynacy przez opornik wyprzedza w fazie prad plynacy
w autotransformatorz.e on(2.

Podane w tresci zadania zalozenie dotyczace wplywu pradu plynacego przez opornik na
strumiell pola magnetycznego w rdzeniu oznacza spelnienie warunkuIRO~. nlAo (lRO i IAo

. V

oznaczaja amplitudy odpowiednich pradów), który wobec zwiazkuIAo = _0_ przyjmuje postac
Lw

L~
w

(I)

v = vo(cos rx- I sin rx).

v2
Z = z,+Z2 = _o_(cosrx+/sin rx)z.

2/g

upadku:

(3)

Zasieg calkowity bedzie równy

Oczywiscie musi zachodzic1< ctg rx,w przeciwnym razie cialo
w wyniku zderzenia zatrzyma sie. ZasiegZ2 poslizgu na lodzie

111 V 2

wyznaczamy przyrównujac energie kinetyczna --- do pracy sil
2

tarcia Imgz2:

46. Zalózmy, ze woreczek o masiem zostaje wyrzucony
z predkoscia vo pod katem rxwzgledem poziomu. Pierwszy etap

2v2
ruchu to rzut ukosny, a jego zasieg wynosiz, = -~ sin rxcos rx

g
(g - przyspieszenie ziemskie). Zderzenie woreczka z lodem
mozna uznac za niesprezyste. Pionowa skladowa pedu padajacego
ciala o masie /11 zostaje w procesie zderzenia zrównowazona
przez poped sily reakcji poc!lozaN(t) pomniejszonej o ciezar
ciala. Stad mamy

-dl

J N(t) dt- mgAt,
o

gdzie At jest czasem zderzenia (czyli c'zasem, kiedyN > mg).
Z drugiej strony zmiana skladowej poziomej pedu padajacego
ciala jest równa popedowi sily tarcia:

(2)

tlI

/11Vocosrx-/11V = f IN(t)dt.
o

We wzorze tymI oznacza wspólczynnik tarcia kinetycznego,
v - predkosc (pozioma) cialil bezposrednio po zderzeniu.
Zalozylismy tu, ze poziome przesuniecie ciala w czasie zderzenia
At jest zaniedbywalne. PodoQnie zaniedbujac czlonmg At po
prawej stronie równania (I) (co odpowiada sytuacji, w której
czas At jest zaniedbywalny wobec czasu ruchu ciala) wyznaczamy
na podstawie wzorów (I) i (2) predkosc poslizgu ciala tuz po

dz

Obliczajac pochodna - i przyrównujac ja do zera otrzymujemy
da

wyrazenie na kat rxodpowiadajacy maksymalnemu zasiegowi:

Vz

Dla I = O, l kat ten wynosi rx :::;6°, natomiast zasiegz::::: 5 ~ ,
g

czyli jest pieciokrotnie wiekszy od maksymalnego zasiegu rzutu
ukosnego z taka sama predkoscia.
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147.(x.)jest scisle rosnacym ciagiem liczb naturalnych;z. = N"'W(x, •...• x.). Czy szereg ~ l/z. musi byc zbiezny?
148. P jest punktem wewnetrznym wieloscianu wypuklegoW; z kazdego wierzcholka wieloscianu W wychodza

3 krawedzie. W szkielet kazdego ostroslupa, którego podstawa jest dowolna sciana wieloscianuW,a pozostalym
wierzcholkiem - punkt P, mozna wpisac kule. Dowiesc. ze w szkielet wieloscianuW mozna wpisac kule.!=44

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 3/1987

Przypominamy tresc zadan:

Zatem dlan ;;. 2 zachodzi nierównosc

147. Tak. Jeslia, b sa liczbami naturalnymi, a < b, to

148. Ponumerujmy scianyF" ... , Fn wieloscianu W w taki
sposób, by sciany FI i Fz byly przylegle do siebie (mialy wspólna

.1 1------- ~ ------~ ~ -- --
NWW(xl, ... , x.) '" NWW(x._" x.) '" xn-, xn'

krawedz), oraz by kazda kolejna scianaFk, 3 .s; k .s; n, przylegala
do dwóch scian o numerach wczesniejszych. Oznaczmy przezWj
ostroslup o wierzcholku P i podstawie F}, przezKJ kolo wpisane
w sciane Fj Uego istnienie wynika z zalozen), a przezLj-
prosta prostopadla do plaszczyzny sciany F}, przechodzaca przez
srodek kolaKj• Niech ABbedzie wspólna krawedzia scian FI
i Fz. Kule wpisane w ostroslupyW, i Wz sa styczne do krawedzi
AB w tym samym punkcie (bo przekrój kazdej z tych kul
plasz<;zyznaABP jest kolem wpisanym w trójkatABP) .
Plaszczyzny WYZilaczone przez ten punkt stycznosci oraz proste
L, i Lz sa obie prostopadle'do krawedziAD, a wiec sa
identyczne. Wobec tego prosteL, i Lz przecinaja sie. Sciana F3
przylega do F, i Fz. Zatem takze prosteLI i L3 przecinaja siei podobnie prosteLz i L3 przecinaja sie. Poniewaz prosteL" Lz,
L3 nie leza w jednej plaszczyznie, musza miec dokladnie jeden
punkt wspólny O. Dalej przez indukcje wnosimy, ze kazda
z prostych L4, ••• , L. przechodzi przez punktO. Punkt ten jest
wiec równo oddalony od wszystkich krawedzi wieloscianuW.
Stad i z wypuklosci W wynika teza zadania.

( 1 I) 2
+ ---- <--

Xn_l Xn Xl

NWD(a, b-a)---.s;
ab

NWD(a, b)

ab

b-a I. I~--------
'" ab - a b'

1

NWW(a,b)

z.

_1_ + ... + _1_,,;; _1_ +(_1 1_)+Zl z" Xt Xl X2

z której dostajemy

Patrz W ni bo

mgr Joanna UDALSKA

R02Wi;~z: ,Ole zad,anil F lZS. Poczatkowo

srodek masy wahadla bcdZle sic obnizal. N

skutek tego wzrastac hedzie odleglosc od
srodklol '"11a~y do punktu zawieszenia wahadla.

Poniewaz w przyblizeniu uklad taki mozemy
uwazac za wahadlo matematyczne. dla

którego T = 2"y'Llg (L dlugosc waadla)

okres wahan b~ zit" sie. w mi~re ubywania
pia~k\1 wy,iluz?' ednakz.coOI:izal c ~

srortka -lS} poje- "-ll:.pia'k;emnie
nchodzi jednostajnie. W przypadku, gdy
w pojemniku jest malo piasku, srodek masy

moze przesuwac sie wyzej, co powoduje
skraca lic okresu drgali (Kiedy caly pia.('ck

wysypie sie ze zbiorn ,ka wtedy sr )de kwasy

wahadla bedz:c zp:],jdow .1 ..ie wyzej niz
w przypadku, kic ['('ID,l pla~'!..u znajdllje

sie. pon zcj :)rodl> n,"'v s"mego pojemnika)
Sytll3l..Jil nicjcl.l >: ej zmiany okresu drga6

nie wystapi w pl Lypadku, gdy srodek masy

pustego pojemnika bedzie znajdowal sie na

jego dnie

Schematyczny wyglad dysku galaktycznego

widzianego z góry. Nie ma danych dotyczacych

obszaru zawartego mied:zy liniami
przerywanymi.

Patrzac na nocne niebo widzimy obiekty znajdujace sie w róznych odleglosciach od nas. Plan
pierwszy stanowia konstelacje zlozone z bliskich (w skali astronomicznej), widocznych
oddzielnie gwiazd. Obraz nieba uzupelnia Droga Mleczna, stanowiaca tlo, utworzone z gwiazd
tak odleglych, ze mozemy obserwowac je zaledwie w postaci swietlistej smugi. Nie oznacza to,
oczywiscie, ze w odleglosciach posrednich nie ma gwiazd. Miliardy sposród nich sa niedostepne
nieuzbrojonemu oku, jako zbyt odlegle, by mozna dostrzec je w postaci oddzielnych punktów
i zarazem zbyt nieliczne, aby mogly utworzyc pozornie ciagla chmure swietlna.
BezksAezycowe letnie noce sa w naszych szerokosciach geograficznych najlepsza pora do
przeprowadzania obserwacji Drogi Mlecznej. Widac wtedy jej fragmenty przebiegajace przez
gwiazdozbiory Labedzia, Orla i Strzelca. Równiez zima warunki obserwacji Drogi Mlecznej sa
korzystne, przy czym widac wtedy najlepiej fragmenty lezace w konstelacjach Kasjopei,
Perseusza, Woznicy i Jednorozca. Choc w Strzelcu jasny pas ginie dla naszych oczu za
horyzontem, to jednak w rzeczywistosci nie konczy sie. Przecina dalej niebo poludniowe
i w Jednorozcu znowu ukazuje sie na pólkuli pólnocnej.
Juz amatorskie obserwacje Drogi Mlecznej, bez uzycia jakichkolwiek przyrzadów, moga
dostarczyc ciekawych wrazen. Wystarczy przez okolo pól godziny przyzwyczaic wzrok do
ciemnosci, by dostrzec wiele zastanawiajacych szczególów. Przede wszystkim zauwazmy, ze
jasna, swietlista smuga nie jest jednakowo szeroka w kazdym obszarze. Jej granice sa trudne do
uchwycenia, jednak wyraznie widac, ze nisko nad poludniowym horyzontem - w okolicach
gwiazdozbioru Strzelca (mamy tu na mysli obserwacje przeprowadzane latem) - Droga Mleczna
jest znacznie szersza niz w Kasjopei czy Perseuszu. Ponadto nie jest ona jednakowo jasna na
calej swej powierzchni - latwo wyróznic jasniejsze i ciemniejsze plamy. Szczególnie efektownie
ciemny obszar rozdziela dwa pasma Drogi Mlecznej w obszarze gwiazdozbioru Labedzia. Oba
pasma znacznie ustepuja jasnoscia rozleglemu obszarowi w Strzelcu, a pierwszoplanowe gwiazdy
na ich tle widoczne sa bardzo wyraznie, znacznie wyrazniej niz w Strzelcu.
Jak wyjasnic te fakty obserwacyjne?
W tym miejscu musimy odwolac sie do dzisiejszej wiedzy na temat budowy naszej Galaktyki,
bowiem Droga Mleczna to nic innego, jak widok Galaktyki z jej wnetrza. Wrazenie swietlistej
smugi wywolane jest przez slaby blask miliardów odleglych gwiazd, co postulowal juz
Demokryt (V w. p.n.e.), a co zostalo wykazane przez Galileusza, gdy w 1609 roku skierowal swa
pierwsza lunete w ten obszar nieba. Ponad 200 lat temu angielski astronom William Herschel
przedstawil hlOdel naszej Galaktyki w postaci ogromnego zbiorowiska gwiazd ulozonego w ksztalt
dysku, co przy przyjetym przez niego zalozeniu, ze Slonce wraz z ukladem planetarnym
znajduje sie w srodku tego dysku, dobrze odpowiadalo obrazowi Drogi Mlecznej opasujacej
wokolo niebo obydwu pólku!. Model Herschela poprawiony zostal w latach dwudziestych
naszego wieku, gdy oceniono, ze Slonce znajduje sie w odleglosci 30000 lat swietlnych od
centrum Galaktyki. Badania przeprowadzone w latach piecdziesiatych wykazaly, ze Galaktyka
nalezy do grupy tzw. galaktyk spiralnych - na gesty obszar centralny, zwany jadrem, nawijaja
sie ramiona spiralne. Uklad Sloneczny znajduje sie na brzegu jednego z nich, zwanego
ramieniem Oriona.
Patrzac w kierunku konstelacji Oriona widzimy wiec przede wszystkim to ramie, w którym sami
sie znajdujemy. Szczególnie jasne obszary gwiazdozbiorów Strzelca, Skorpiona i Tarczy tworza
ramie Strzelca, blizsze centrum Galaktyki. Prawdopodobnie w kierunku tym lezy jeszcze jedno
ramie. Mimo ze okolice te swieca dla nas jasno, w rzeczywistosci znajduje sie him wiele ciemnych
mglawic pochlaniajacych promieniowanie. Przeslaniaja nam one centrum Galaktyki, które nie
zakryte byloby tysiace razy jasniejsze. Po przeciwnej stronie w obszarze konstelacji Perseusza
lezy ramie Perseusza - jedno z zewnetrznych ramion naszej Galaktyki. Wszystkie ramiona
spiralne znajduja sie w plaszczyznie dysku galaktycznego. W kierunkach prostopadlym do
dysku i posrednich widzimy tylko gwiazdy z naszego otoczenia na ciemnym tle
miedzy galaktycznym.
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