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Matematyka, w przeciwienstwie do wielu innych galezi nauki,
jest dyscypling bardzo konkretna. Nie zdarzy si¢ tu wypadek,
e teoria, radoénie rozglaszana przez wielu entuzjastow, po
paru latach ulegnie zmianie pod wplywem nowej mody czy
innych zewnetrznych czynnikow. Po latach moze sig jedynie
zmieni¢ waga rezultatow; mozna tez wiele uproscic. Ale jezeli
wynik nie zawieral bledu, to pozostaje prawdziwy. Niemniej
jednak matematykow czesto czekaja inne niespodzianki.

Wiele twierdzen, z pozoru bardzo skomplikowanych, po
blizszym zbadaniu okazuje si¢ byé prostymi. Ale zdarza sig,

i to nad wyraz czesto, co§ wrecz przeciwnego. Fakt, pozornie
bardzo prosty i oczywisty, dlugo opiera si¢ wszelkim prébom

dowodu. Banalny, wydawaloby sig, rezultat jest w istocie trudny.

Klasycznym przykladem, czgsto cytowanym, jest twierdzenie
Jordana.

Najpierw podamy dwie definicje. Krzywa Jordana jest to zbior
homeomorficzny z okregiem (homeomorfizm to ,,bijekcia

w obie strony ciagla™). Mowigc potocznie, krzywa Jordana

na plaszczyZnie tworzymy wyginajgc okrag na wszelkie mozliwe
sposoby. Nie wolno nam jednak niczego rozrywac ani kleic.
Natomiast obszarem w R" nazywamy zbi6r otwarty, w ktorym
dwa dowolne punkty mozemy polaczy¢ linig zawarta w tym
zbiorze. Twierdzenie Jordana, do ktorego zmierzalismy, mowi,
ze kazda krzywa Jordana na plaszczyznie rozcina jq na dwa
obszary (jeden ograniczony, drugi nie) i jest ich wspolnym
brzegiem. Oczywiste? A nad poprawnym dowodem mozna sig¢

bardzo dlugo meczy¢. Twierdzenie pochodzi z konca XIX wieku.

Tym, ktérzy sadzg, ze tu nie ma nic do dowodzenia, radzimy
obejrze¢ zalaczony rysunek krzywej.

Na poczatku XX wieku A. Schonflies udowodnit pigkne
twierdzenie, bedace uogodlnieniem twierdzenia Jordana.
Twierdzenie Schonfliesa brzmi: dowolny homeomorfizm
krzywej Jordana (zawartej w plaszczyznie), na okrqg mozemy
rozszerzyé do homeomorfizmu plaszczyzny na siebie. Oznacza to,
Ze majac powyginany (nawet bardzo fantazyjnie) okrag na
plaszczyZnie mozemy tak deformowac plaszczyzng
(homeomorficznie, bez rozrywania i sklejania), by po owej
deformacji okrag przeszed! wiasnie na nasza krzywa. Z tego
rezultatu twierdzenie Jordana wynika w sposéb prosty. Jak?
Zauwazmy, ze okrag rozcina plaszczyzne na dwa obszary.
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To zrozumiale; mozna je nawet opisac analitycznie:

R? = {(x,):x*+y* < 1Ju{(x, )2 +y* = 1}u

u {(x, »): x*+»* > 1). A teraz wystarczy wykaza¢, ze

w homeomorfizmie obrazem obszaru jest obszar, obrazem
brzegu figury jest brzeg figury, oraz ze figura domknieta

i ograniczona (u nas — kolo domknigte) przejdzie w figure
domknietg i ograniczona. To jednak nie sprawia wielkich
trudnosci.

Twierdzenie Schonfliesa mozna sformulowaé takze w innej
wersji. Rozwazmy krzywa Jordana na plaszczyznie. Zgodnie

z twierdzeniem Jordana wycina ona z plaszczyzny dwa obszary,
z ktorych jeden jest ograniczony. Twierdzenie Schénfliesa mowi,
Ze 6w obszar ograniczony wraz z krzywa, przez ktorg zostat
wyciety, jest zbiorem homeomorficznym z kolem domknigtym.

Analitycznie opisujemy: R" = {(x,, ..., xa):x; R},

S§"= {(xl' wany x||+l) Ell_'f*d: x§+ aee +x:+1 =1}
Geometrycznie wyobrazamy sobie R? jako plaszczyzne, R? jako
przestrzen. Zbior S" nazywamy sfera n-wymiarows (zawarta

w R"*!). Sfera jednowymiarowa to po prostu okrag jednostkowy,
dwuwymiarowa — znana nam sfera. Twierdzenie Jordana jest
prawdziwe dla R"; zbiér homeomorficzny ze sfera (n—1)-
wymiarowa rozcina R" (n-wymiarowa przestrzen) na dwa obszary
(jeden ograniczony) i jest ich wspolnym brzegiem. My
skoncentrujemy swoja uwage na przypadku tréjwymiarowym

(52 < RY).

Wydawaé by sig¢ moglo, ze i twierdzenie Schonfliesa mozna
przenies¢ na wyzsze wymiary. Niestety, przestrzen n-wymiarowa
(dla n = 3) nie zachowuje sie tak dobrze jak plaszczyzna.

W wielu wypadkach juz przestrzen trojwymiarowa plata -
matematykom figle. Tak bylo i w tym przypadku, W 1924 roku
J. W. Alexander podal przykiad dziwnego zbioru (nazywanego
obecnie rogatg sfera Alexandera). Przyklad ten wykazuje, Ze
twierdzenia Schonfliesa nie mozna uogolnic¢ juz na przypadek R?.
Innymi slowy, istniéje w przestrzeni zbior homeomorficzny

ze sferg (dwuwymiarowa) taki, Ze homeomorfizmu nie da si¢
rozszerzyé do homeomorfizmu R* na siebie.

Przypomnijmy sobie druga wersj¢ twierdzenia Schonfliesa.

W tym wypadku otrzymany efekt w R? wydaje sig jeszcze
bardziej paradoksalny. Bo c6z on oznacza? Ni mniej, ni wigcej,
tylko, ze zbiér homeomorficzny ze sfera wraz z wycigtym przezen
z przestrzeni obszarem ograniczonym wcale nie musi by¢
homeomorficzny z kula! Innymi slowy: ,,sfera” wraz ze swoja
,,zawartoscia, wnetrzem” — , kula” by¢ nie musi.

Twierdzenie Schonfliesa wydawalo si¢ prawdziwe dla n = 3;
moina zatem spodziewac sig, ze przyklad nie okaze si¢
wyjatkowo prosty. Tak jest w istocie. Konstrukcja sfery rogatej
(albo, jak si¢ takze czesto moéwi — dzikiej) jest nieco
skomplikowana.

WezZmy zwykla sfere i pociggnijmy ja z dwoch bokow tak, by
wyciagnaé z niej dwie wypustki — jakby macki, raczki. Rgczki
ciggniemy do gory i skrecamy do Srodka. Teraz kazda z raczek
rozszczepiamy na dwie (powstaja jakby obcegi) i powstale
odgalezienia przeplatamy ze soba. W tej chwili mamy juz cztery
raczki, ale ciefisze niz dwie poprzednie — zaplecione ze sobg.

Te konstrukcje kontynuujemy indukcyjnie. Majac w n-tym kroku
2" raczek kazda rozszczepiamy i konstruujemy 2"+' obejmujgcych
sig odgalezienl.



To jest idea, wedlug ktorej tworzymy nasz zbior, dokladniej mysl konstrukeji pokazujg rysunki. Precyzyjnie sferg rogata konstruuje sig
jako granice odpowiedniego ciggu zbiorow.
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Dzikg sferg Alexandera mozna otrzymac wiel oma sposobami. Sugesti¢ dwoch innych konstrukcji (za pomoca toruséw) przedstawiaja
rysunki.

Sfera Alexandera jest homeomorficzna ze zwykla; dowod tego
nie jest zbyt trudny. Pokazemy (opiszemy idee rozumowania),
ze homeomorfizmu jednej sfery na druga nie mozna rozszerzy¢
do calej przestrzeni.

Rozwazmy zbior A zawarty w R*? i dwa okregi rozlaczne z nim.
Przypusémy, Ze jeden okrag mozna przesuna¢ (ewentualnie
rozciggajac lub §ciggajac) na drugi nie zahaczajac po drodze

o zbior 4, Powiemy w takim wypadku, Ze para okregow ma

. Wwiasnosc¢ przesunigcia obok 4. Sprobujmy bardziej
formalnie: okregi ¥ i 3; maja wlasnosc przesuniecia obok A
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka funkcja ciagla

F:[0, 1] x S* = R?, ze F(0, $') = ¥, F(1, §*) = %,

F([0, 11 x §')nA = ©. Teraz przeksztalémy R* homeomorficznie
na siebie. Oczywiscie para okregow ma wprowadzong wlasnosé
wtedy i tylko wtedy, gdy ich obrazy maja wlasno$¢ przesuniecia
obok obrazu A.

Teraz rozwazmy sferg ,,normalna”. Latwo widaé, ze wszystkie
okregi, ktore nie majg z nig punktéw wspolnych, mozemy
podzieli¢ na dwa rozlgczne zbiory — ,,wewnatrz” sfery i ,,na
zewnatrz". Dowolne dwa okregi z tej samej grupy maja wlasnosé¢
przesunigcia obok sfery, Gdyby homeomorfizm przeksztalcajacy
sfer¢ na sfer¢ rogata dawal sie rozszerzyé na R3, wszystkie
okregi rozlaczne ze sferg Alexandera tez dalyby sig tak
pogrupowac. To jednak nie zachodzi! Wezmy jeden okrag
wewnatrz sfery Alexandera, drugi za$ na zewnatrz, pod sferg.

Ta para okregdw, oczywiscie, wlasnosci przesuniecia nie spelnia.
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Pokazemy trzeci okrag, ktory nie spelnia tej wlasnosei z zadnym
z wymienionych dwoch. Zakonczy to dowod, gdyz zaprzeczy
mozliwosci podzialu zbioru okregdow na dwie klasy.

Wskaza¢ szukany okrag jest bardzo latwo. Na przyklad — niech
nim bedzie okrag otaczajacy pierwszg raczke¢ rozwazang przy
konstrukcji sfery. Do wnetrza go, oczywiscie, nie wprowadzimy—
a do okregu na dole, na zewngtrz, tez bez zahaczania o sfere

nie dojdziemy. Na marginesie zauwazmy, ze rozlacznych klas
okregow parami nieprzesuwalnych mozna bez trudu skonstruowac
nieskonczenie wiele (nalezy zaczepiac¢ okregi o rozne rozgalezienia),




Przykladow zbiorow polozonych ,,dziko”, osobliwie, jest wigcej;

~ rogata sfera nie jest unikatem. Na nieco innej konstrukcji
oparty jest zbior majacy podobne wlasnosci, mianowicie sfera
Antoine'a. My nie bedziemy w tej chwili poswigca¢ mu uwagi,
zajmiemy si¢ tym innym razem.

Wiemy, Ze w topologii zbiory homeomorficzne uznawane sa za
nierozroznialne. Przyklad rogatej sfery pokazuje, Zze na tym
poprzesta¢ nie mozna. Dwa zbiory s3 homeomorficzne, ale maja
istotnie rozne wlasnosci. Mozna tez znalez¢ prostszy przyklad:
okrag w R? (nie na plaszczyinie!) homeomorficzny z zawezlong
petla. Sugeruje to wprowadzenie nastgpujacej definicji: dwa
zbiory s3 jednakowo polozone w R?, jedli istnieje homeomorfizm
R" na siebie, przeksztalcajacy jeden zbior na drugi. Przyklad

sfery Alexandera dowodzi, ze nie wszystkie ,,sfery dwuwymiarowe"

sq jednakowo poloZone w R?. Natomiast — jest to praktycznie
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inne sformutowanie twierdzenia Schonfliesa — kazde dwie
krzywe Jordana s3 jednakowo polozone na plaszczyinie. Takimi
problemami zajmuje si¢ jeden z dzialow topologii, teoria
poloZenia. Ale to juz inna historia, cho¢ zwigzana z przed
chwila przedstawionym zagadnieniem.

i Zadania

Rozwiazanie na str. 2

Rozwigzanie na str. 2

pelnym kwadratem.
Rozwiazanie na str. 11

Rozwigzanie na str. |

Rozwigzanie na str. 2

Redaguje dr Rafal SZTENCEL

M 472. Znalez¢ maksymalng liczbe punktéw przeciecia przekatnych wielokata wypuklego.

M 473. Udowodnic, Ze jesli co najmniej jedna wspolrzedna srodka okregu jest niewymierna,
to na okregu istnieja co najwyzej dwa punkty o wspolrzednych wymiernych.

M 474. Znalez¢ taka podstawe r (r < 100) systemu pozycyjnego, by liczba (2101), byla

Redaguje mgr Rafal STARONSKI

F 222, Na plaska granice dwoch o$rodkow o wspolezynnikach zalamania n i n

i jednakowych wspolczynnikach przenikalnosci magnetycznej uo pada prostopadle plaska,
monochromatyczna fala elektromagnetyczna o jednostkowej amplitudzie. Wykazac, ze wspolczynnik
"odbicia, tj. stosunek energii swiatla odbitego do energii $wiatla padajacego, nie zalezy od tego, czy
$wiatlo pada od strony o$rodka o wiekszym wspélczynniku zalamania, czy od strony przeciwnej.

F 223. Wiazka $wiatla pada na szklana plytke plasko-rownolegly. Uwzgledniajac wielokrotne
odbicie w plytce znalezé wspolczynnik odbicia $wiatla od plytki. Zaniedba¢ pochlanianie
$wiatla w plytce. Zalozy¢, ze kat padania wiazki jest niewielki, a wspolczynnik odbicia przy
jednokrotnym odbiciu od granicy powietrze-szklo wynosi k.



