
Ile jest liczb pierwszych? Zauwazmy, ze dlak ;;. 100

Juz Euklides wiedzial, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie

wiele, jednak pierwsze twierdzenie o rozmieszczeniu liczb
pierwszych zostalo udowodnione w 1850 roku przez rosyjskiego
matematykaCzebyszewa. Podal on oszacowanie liczby liczb
pierwszych wsród liczb 1, 2, ... ,n. Te liczbe oznacza sie przez
n(n). Czebyszew udowodnil, ze

n n
0,92 -- < n(n) < 1,06--,

Inn Inn

dla dostatecznie duzychn.
Obecnie znane sa znacznie lepsze oszacowania, np.

n n
---- < n(n) < ---- dla n ;;. 55,
~n+2 ~n-4

ale dowód Czebyszewa wart jest przytoczenia wDelcie.

( In2) ( In2)
In(2k) = In2+lnk = Ink 1+ -- ~ Ink 1+ -- <
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< 1,16 lnk.

Tak wiec

3,4 2k 2k 2k
n(2k) < -116 --- = 2-- -0028--.
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Mamy-zatem n(2k)- ~ 2--

In(2k)
oraz

n(2k + 1) ~ n(2k)+ 1 < 2 _2k_ + (1 _ 0,028_2k_) ~In(2k) In(2k)

2k+l ( 200 ) 2k+l
~ 2--- + 1-0028-- < 2---.
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Udowodnimy slabsze oszacowania
n

(*) n(n) < 2· --,
Inn

n
(**) 0,6 -- < n(n) dla n ;;. 3.

Inn

Dowód nierównosci (*) jest indukcyjny. Najpierw bezposrednio
sprawdzamy dlan ~ 200.

Oto liczby pierwsze nie wieksze od 200:
2,3.5,7,11,13,17,'19,23,29,31,37,41,43,47,53,59, 61, 67, 71, 73, 79, 83,
89,97,101,103,107,109,113,127,131,137,139,149,151, 157, 163, 167, 173,

179,181,191,193,197,199.

Krok indukcyjny jest nieco nietypowy.
Zakladamy, ze nierównosc(*) jest prawdziwa dlan = k, gdzie
k;;. 100 i dowodzimy, ze jest prawdziwa dlan = 2k i n = 2k + l.
Mamy

Korzystalismy tu z tego, ze ciag(~)OO jest rosnacy.Inn n=3

Dla udowodnienia (**) zauwazmy najpierw, ze wykladnik
najwiekszej potegip (p - liczba pierwsza) dzielacejn! jest

równy [;] + [;2 ] + ... (Suma jest skonczona, gdyz dla

Inn n)
i > -- mamy -I < l. Wsród liczb l, ... ,n jest bowiem

lnp p

dokladnie [;] liczb podzielnych przezp i [pn,] podzielnych
przezp', itd. Tak wiec wykladnik najwiekszej potegip dzielacej

(n) = __ n_!__ jest równy_k k!(n-k)!

Opracowal J. R.

Dla 3 ~ n < 40 sprawdzamy bezposrednio prawdziwosc
nierównosci (U).

Kazdy skladnik tej sumy moze byc równyO lub 1
(bo [a] + [b] ~ [a + b] ~ [a] + [b] + 1) i jest ich nie wiecej niz

lnn (n)
--. A zatem jeslip' dzieli , to p' ~ n. Rozkladajac
lnp k

liczbe (:) na czynniki pierwsze otrzymujemy

(n) " ,k = 21. 3 2.- •••• pl ~ nJ,

gdzie j jest liczba liczb pierwszych nie wiekszych nizn, a wiec
; = n(n). Zatem

2" = (l + 1)" = (~) + ... + (:) ~ (n+ l)n"(n)

i po zlogarytmowaniu

ln(n+ l) > 0,6 _n_ dla n;;' 40.
lnn lnnn(n);;' nln2

lnn

Kazda liczba pierwszap, spelniajaca nierównosck < p < 2k,
jest dzielnikiem licznika tego ulamka, a nie dzieli mianownika.

Tak wiec dzieli ona C:). Iloczyn wszystkich takich liczb tez

dzieli (~). Poniewaz jes! w nimn(2k)-n(k) czynników,;-
z których kazdy jest wiekszy nizk, wiec otrzymujemy

k"(2k)-1l(k) < C:) < e:)+Clk) + ... + G~)= (1+1)2k = 22k

i logarytmujac

k

n(2k) < 3,4 Ink .

(2k) = 2k·(2k-l)· ·1k (k·(k-l)· ·l)'

nierównosci mamy

2kln2 k
n(2k)-n(k) < -- < 1,4--o
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Z zalozenia indukcyjnegon(k) < 2 --o Dodajac obielnk
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