Ile jest liczb pierwszych?

Juz Euklides wiedzial, Ze liczb pierwszych jest nieskonczenie
wiele, jednak pierwsze twierdzenie o rozmieszczeniu liczb
pierwszych zostalo udowodnione w 1850 roku przez rosyjskiego
matematyka Czebyszewa. Podal on oszacowanie liczby liczb
pierwszych wérod liczb 1, 2, ..., n. Tg liczbg oznacza sig przez
mt(n). Czebyszew udowodnil, ze
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ale dowod Czebyszewa wart jest przytoczenia w Delcie.

Udowodnimy stabsze oszacowania
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Dowdd nieréwnosci (*) jest indukeyjny. Najpierw bezposrednio
sprawdzamy dla n < 200,

Oto liczby pierwsze nie wigksze od 200:

2,357, 11,13, 1T~19, 23, 29, 31, 37,41,43, 47, 53, 59, 61, 67,71, 73, 79, 83,
89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173,
179, 181, 191, 193, 197, 199,

Krok indukeyjny jest nieco nietypowy.

Zakladamy, Ze nierownosc (*) jest prawdziwa dla n = k, gdzie

k = 100 i dowodzimy, ze jest prawdziwa dlan = 2k in = 2k+1.
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Kazda liczba pierwsza p, spelniajgca nierownosé k < p < 2k,
jest dzielnikiem licznika tego ulamka, a nie dzieli mianownika.
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dzieli ( P ) Poniewaz jest w nim n(2k)—n(k) czynnikow,

z ktorych kazdy jest wigkszy niz k, wigc otrzymujemy
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Zauwazmy, ze dla k = 100
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KorzystaliSmy tu z tego, Ze ciag ( ) jest rosnacy,
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Dia udowodnienia (**) zauwazmy najpierw, Ze wykladnik
najwickszej potegi p (p — liczba pierwsza) dzielacej n! jest
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Kazdy skladnik tej sumy moze byc rowny 0 lub 1
(bo [a]+ [b] < [a+b) = [al+ [b]+1) i jest ich nie wigce) niz
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liczbg (k) na czynniki pierwsze otrzymujemy
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gdzie Jj jest liczba liczb pierwszych nie wigkszych niz n, a wigc
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Dla 3 < n < 40 sprawdzamy bezpoérednio prawdziwos¢
nierownosci (**).
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