Zadanie o turnieju tenisowym

Dr Lech BANACHOWSKI

W rozerywkach sportowych w rodzaju turnieju tenisowego mamy
do czynienia z niesprawiedliwym rozdzialem nagrod dla
najlepszych. Rozwazmy typowy pucharowy turniej tenisowy
miedzy dwunastoma graczami i przedstawmy jego wyniki za
pomocy nastepujacego diagramu :
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W finale gracz 5 wygrywa z graczem 9. Nie ma, oczywiscie,
watpliwosci, ze gracz 5 jest najlepszy ze wszystkich i rzeczywiscie
zashuzyl na pierwsza nagrode. Niesprawiedliwos¢ wiaze si¢
natomiast z przydzieleniem drugiej nagrody graczowi 9, bo nie
ma pewnosci, Ze jest on faktycznie drugim najlepszym
zawodnikiem turnieju. Jezeli w turnieju bierze udziat n = 2*
2k-1_1
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graczy, to z prawdopodobienstwem

otrzymuje niewlasciwa osoba!

Przyjmuje si¢, Ze relacja ,,gracz A jest lepszy od gracza B" ustala
liniowy porzadek w zbiorze graczy. Oznacza to, Ze relacja ta
jest przechodnia i antysymetryczna.

Problemem sprawiedliwego rozdzialu nagrod zajal sie w roku 1883
Charles Lutwidge Dodgson, znany powszechnie pod

pseudonimem Lewis Carroll, i sam zaprojektowal procedurg
turniejowa, ktora prowadzi do prawidlowego przyznania
pierwszej, drugiej i trzeciej nagrody. Jego procedura pozwala
przegrywajgcym kontynuowaé rozgrywanie meczow, dopoki nie
przegrajg trzech pojedynkow. System Carrolla, chociaz poprawny,
okazal si¢ nieoptymalny pod wzgledem liczby rozgrywanych
meczOw. Problem zaprojektowania optymalnej procedury
turniejowej prowadzacej do wyznaczenia dwaoch najlepszych graczy
postawil Hugo Steinhaus w trakcie seminarium, ktore odbywato
si¢ w latach 1929—30. Turniej taki po raz pierwszy zostat
zaprojektowany w roku 1932 przez Jozefa Schreiera. Jednakie
zalaczony przez niego dowdd optymalnosci okazat sig
niepoprawny. Nastgpny dowod optymalnosci procedury
turnicjowej Schreiera, podany w 1951 roku przez Jerzego
Stupeckiego, tez byt niepoprawny. Dopiero w 1964 roku
matematykowi radzieckiemu Siergiejowi S. Kislicynowi udalo sie
udowodni¢ optymalnos¢ procedury turniejowej Schreiera.

Ponizej przytoczymy ten dowdd.

Zauwazmy najpierw, Zze procedura pucharowa jest optymalna,
gdy mamy wylowic tylko najlepszego zawodnika. Przy n
uczestnikach rozgrywa sie, jak tatwo obliczy¢, n—1 meczow

i jest to ich najmniejsza mozliwa liczba. Przy dowolnym wyborze
procedury turniejowej kazdy, z wyjatkiem gracza, ktory zostaje
Zwycigzea turnieju, musi przegra¢ co najmniej jeden mecz.

Procedura Schreiera jest prosta. Najpierw systemem pucharowym
wyznacza sie najlepszego gracza, a nastgpnie dla graczy, ktorzy
przegrali bezposrednio ze zwycigzea, organizuje si¢ dodatkowy
turniej pucharowy. Zwycigzca dogrywki jest, oczywiscie, drugim
najlepszym zawodnikiem turnieju. Jesli przez k oznaczymy liczbe
naturaina, dla ktorej 25~ < n < 2%, to liczba meczow dla
procedury turniejowej Schreiera jest nie wigksza niz
m—1D+k—1)=n+k-2.

Pokazemy, ze procedura Schreiera jest optymalna pod wzgledem
liczby rozgrywanych meczow, tzn. dla kazdej procedury
turniejowej istnieje taki uklad sit n graczy, Ze trzeba wtedy
rozegraé¢ co najmniej n+k—2 meczow. W tym celu zrezygnujemy
teraz ze ,,sportu”. Zamiast niego wprowadzimy wyrokowanie,
ktory z graczy wygrywa mecz niezaleznie od graczy, a jedynie

w zaleznosci od rozstawienia graczy do pojedynkow przy danej
procedurze turniejowej. B

Rozwazmy dowolna procedure turniejowa dla » graczy
pozwalajgca wyznaczy¢ gracza najlepszego M oraz drugiego
najlepszego gracza S.

PokaZzemy najpierw, Ze istnieje turniej skonstruowany zgodnie

z ta procedura, w ktorym gracz M rozgrywa co najmniej k
meczow. Uzyjemy w tym celu tzw. metody wyroczni. Procedura
turniejowa okresla nam kolejny mecz do rozegrania, powiedzmy —
miedzy graczami i oraz j, a wyrocznia podaje wynik tego meczu

w taki sposob, aby zmusi¢ zawodnika najlepszego do rozegrania

co najmniej k meczow.

W kazdym momencie rozgrywania turnieju z kazdym graczem
wigzemy nast¢pujaca wielkosc:

t; — liczba meczéw wygranych przez gracza i z graczami, ktorych
pierwszg porazka w turnieju jest porazka z graczem i.

Opiszemy teraz, jak dziala wyrocznia. Zalozmy, ze w danym

- momencie rozgrywek procedura turniejowa podaje, ze ma byc

rozegrany mecz miedzy graczami i oraz j(i < j). Jezeli obaj gracze
nie przegrali jeszcze zadnego meczu, to wyrocznia oglasza
Zwyciezea meczu gracza i, o ile ¢, = 1 oraz gracza j, oile t; > 1,.
Jezeli jeden z graczy nie przegral jeszcze zadnego meczu, a drugi
juz poniosl porazke, to wyrocznia uznaje za zwycigzee tego
gracza, ktory nie przegral jeszcze meczu. Wreszcie jezeli obaj
gracze ponieéli juz porazki, to wyrocznia oglasza zwycigzca
dowolnego z nich, ale tak, by tworzony porzadek byl przechodni

i antysymetryczny.

Pokazemy, Ze
(1 he = k.

W tym celu w kazdym momencie rozgrywania turnieju z kazdym
graczem i, ktory do tej pory nie poniost porazki, wigzemy
wielko$¢ p;. Na poczatku turniejup, = ldlal < i< n
Wielko$¢ p; ulega zmianie tylko wtedy, gdy gracz i pokonuje
gracza j, dla ktorego porazka ta jest pierwsza porazka

w turnieju. Wowczas wielko$¢ p; ulega zmianie na p;+p; (py
przestaje by¢ okreslone z definicji). Przez indukcjg wzgledem
liczby rozegranych meczow mozna latwo wykazad, ze w kazdej
chwili rozgrywania turnieju:

(2) suma wszystkich wielkosci p; dla graczy, ktorzy nie poniesli
jeszcze porazki, rowna sig n;

(3) pi < 2% dla kazdego gracza i, ktory nie ponidst jeszcze zadnej
porazki.



Na zakonczenie turnieju tylko jeden gracz, mianowicie M, jest
bez porazki. Wobec (2), py = n. Stad i z (3) wnioskujemy, ze
2's = n, co dowodzi nierownosci (1). Poniewaz faczna liczba
meczow rozegranych przez gracza M jest nie mniejsza niz fy,
wigc wykazaliSmy, ze gracz M rozegral co najmniej k meczow.

~ Poniisza tabelka i!ustmje dzialanie wyroczni dla n = 5 (wowczas k = 3).

Wektor wielkosci Wektor wielkosci Gracze wystawieni | Wybér

1y, 11, b3, ey ts) (P1:P2: P32, Pss P3) do meczu wyroczni
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Na zakonczenie turnieju skonstruowanego przez wyrocznig py = 5,a 1, = 3,
Zwycigzea turnieiu — gracz | rozegral t; = 3 mecze.

Zauwazmy, ze kazdy zawodnik rozny od M i § musi zostaé
pokonany przez gracza réZnego od M — meczow takich musi sie
odby¢ lacznie co najmniej n—2. Zatem w turnieju bedacym
wynikiem dialogu wyroczni z procedura turniejowa rozegrano
co najmniej n+k—2 meczow.

Zadania
1. Podaé dowdd indukeyjny faktéw (2) i (3).
2. Podac¢ konstrukej¢ procedury pucharowej do wyznaczenia trzech najlepszych
graczy w turnieju za pomocg n— 3+ [lganl + [gz(n— 1)1 meczéw (zauwazmy,
ze k = [lgznl).
3. Podac konstrukej¢ procedury pucharowej do wyznaczenia wszystkich n
migjsc w turnieju (w informatyce jest to znany problem sortowania) za pomoca
n 3
Z g,i1 meczow.
i=1
4. Zadinia wyz i jlepszych zawodnikéw turnieju majg swoje
odpowiedniki w problemach informatycznych. W zadaniu rozwazanym
w artykule pytamy si¢ o element najwickszy i drugi najwigkszy w podanym
ciagu elementdw zbioru liniowo uporzadkowanego, Ceytelnika znajacego
programowanie zachecamy do zapisu metody turniejowej w postaci algorytmu
wyznaczajacego dwa najwigksze elementy ciggu, Lezaca u podstaw struktura
danych peini waing rolg przy rozwigzywaniu problemu sortowania zewnetrznego:
sortowania zbiordw danych, ktére sie nie mieszezg w dostepnej pamigei
wewnetrznej komputera.

Laser na swobodnych elektronach

W zwyklych laserach Swiatio generowane jest dzigki promieniowaniu wysylanemu przez atomy

lub czasteczki osrodka. Elektrony zwigzane w atomach (czasteczee) przechodzae na nizsze stany
energetyczne wysylaja fotony. Jezeli przejscia te wymuszone s przez wiazke §wiatla, to emitowane
fotony s identyczne z fotonami padajacego promieniowania i powstaje akcja laserowa. Aby
proces byl mozliwy, trzeba odpowiednio przygotowaé ofrodek (wzbudzi¢ jego atomy) dostarczajac
mu energi¢, ktorej niewielka tylko czgs¢, su:gajaca kilku procent, odzyskujemy w postaci $wiatla

laserowego.

Okazuje sig, Ze mozna osiagngé o wiele wigksza sprawnosé akeji laserowej zmuszajac do $wiecenia
elektrony swobodne (nie zwiazane w atomach). Jezeli wiazke bardzo szybkich elektronow
przepuscimy przez obszar, w ktérym pole magnetyczne wiclokrotnie zmienia swoj zwrot (jak na
rysunku), to elektrony przyspieszane prostopadle do kierunku ruchu beda promieniowaly,
Natezenie promieniowania bedzie najwigksze w kierunku zgodnym z ruchem' wigzki. Dzieki
zjawisku Dopplera czesto$¢ promieniowania bedzie wigksza od czestoéci poprzecznych drgan
elektronéw. Zaletq lasera na swobodnych elektronach jest mozliwoé¢, przez zmiang predkosci
wiazki, latwego przestrajania dlugosci emitowanych fal od podczerwieni do nadfioletu.
Konstruktorzy spodziewaja sig, Ze niedtugo bedzie mozliwe otrzymanie w ten sposob lasera na
promienie rentgenowskie.

W laserach na swobodnych elektronach osiggnigto juz sprawnosé 42 procent, a za praktyczng
granicg uwaza si¢ sprawnos¢ 70 procent. Jak twierdzi konstruktor pierwszego lasera tego typu,
John J. M. Madey (obecnie pracujacy w Stanford University), na pomyst urzadzenia wpadi
Jjeszcze w 1963 roku, gdy byl studentem California Institute of Technology. W pelni dzialajace
urzadzenie wykorzystujace wiazke stanfordzkiego liniowego akceleratora elektronow zostalo
ukoniczone w 1977 roku. Od tego czasu na Swiecie zbudowano tylko okolo dziesicciu laserow
tego typu, gdyz mimo licznych zalet sa one bardzo drogie (najmniejsze z nich kosztuja po kilka
milionow dolaréw). Zainteresowanie jednak rosnie. Entuzjasci twierdza, ze lasery na swobodnych
clektronach znajda zastosowanie w chirurgii (do niszczenia chorych tkanck), w badaniach
polprzewodnikéw, badaniu i kontroli reakcji chemicznych, a takze w ramach systemow
obronnych beda uzywane do niszczenia rakiet przeciwnika.

Rozpoczgto juz budowg ogromnego lasera w Nowym Meksyku. Po ukoficzeniu urzadzenie bedzie
miato okolo 16 km dlugosci i 3 km szerokosci (koszty oceniono wstepnie na miliard do]arow)

i bedzie najpotezniejszym laserem na Ziemi.
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