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Paradoksalny rozkiad kuli

Doc. dr Wojciech GUZICKI, dr Piotr ZAKRZEWSKI

Kazdy z Was na pewno kiedy$ bawil si¢ tangramem, kwadratem pocietym na kawalki, z ktérych
mozna zlozy¢ ogromna ilo§¢ roznych figur geometrycznych, czesto o cieszacych oko ksztaltach.
Spotyka sie rowniez inne podobne lamigléwki. Czesto w kacikach rozrywkowych réznych
czasopism formutluje sie wprost nastgpujace zadanie: pociaé narysowany wielokat na kawatki

w taki sposob, by zlozyé z nich kwadrat, trojkat, krzyz czy jakas inna figure geometryczna.
Czasami stawia si¢’ograniczenia na linie podziatu, najczesciej zadajac, by byly one prostymi.
Zastan6wmy sie jednak, czy tak postawione zadanie o wielokatach ma zawsze rozwigzanie.

Zadanie: Na plaszczyZnie dane sa dwa wielokaty A i B. Rozlozy¢ wielokat A na mniejsze
wielokaty tak, aby mozna bylo z nich zlozy¢ wielokat ‘B.

Kazdy natychmiast dostrzega warunek konieczny istnienia takiego rozkladu: pola wielokatow 4
1 B musza by¢ takie same. Pole wielokata bedzie bowiem suma pol wielokatow, na ktére go
podzielili$my (czg$¢ wspolna dowolnych dwéch wielokatdw podzialu jest suma odcinkéw — ma
wigc zerowe pole) i pole nie zmienia si¢ przy przekladaniu wielokata z jednego miejsca na inne.
Ten warunek konieczny jest rowniez wystarczajacy. Proponujemy Czytelnikowi samodzieine
odtworzenie na podstawie rysunkéw na marginesie dowodu tego twierdzenia, udowodnionego
przez Bolyaia i Gerwiena.

Teraz sprobujemy rozwazyé trudniejsze zadanie. Rozkladajmy dowolne zbiory A4 i B na sumy
dowolnych innych zbiorow, byle odpowiednio przystajacych (zbiory przystajace to takie, ktére
mozna nalozy¢ przez izometrie, czyli przeksztalcenie nie zmieniajace odleglosci). Bedziemy
zakladaé, ze zbiory, na ktére dzielimy, sa rozlaczne, nie ograniczamy si¢ natomiast do
podzbioréw plaszczyzny R?.

Definicja. Dwa zbiory 4, B < R" (n = 1,2, 3 ...) sa rownowazne przez rozklad skoficzony, jesli
istniejg zbiory A4, ..., Am, By, ..., Bn takie, Ze

@ A=41V..VAdn, B=DBi ...V Ba;

(b) AAinA;=9@ =B nB, oilei#]j;

(c) zbiory A4, i B, sa przystajace dla i = 1, ..., m.

Podkreslmy, ze kawalki, na ktore rozkladamy zbiory A i B, moga by¢ zupelnie dowolne i dalekie
od jakiejkolwiek geometrycznej regularnosci — pojecie rownowaznosci przez rozkiad skoriczony
ma wigc wyraznie teoriomnogosciowy charakter.

Problemem, jakie zbiory sa rownowazne przez rozklad skoficzony, zajmowali si¢ w latach
dwudziestych Stefan Banach i Alfred Tarski, dowodzac twierdzenia znanego pod nazwa
twierdzenia o paradoksalnym rozkladzie kuli.

Twierdzenie: Kazde dwa ograniczone zbiory 4, B = R? o niepustych wnetrzach s3 rownowazne
przez rozklad skoficzony., W szczegolnodci dowolna kula jest rownowazna kuli o dwukrotnie
wigkszym promieniu.
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Rozwigzanie zadania F 221. Z rozwigzania
zadania F 220 wynika, e srednia droga
swobodna jest odwrotnie proporcjonalna do
cidnienia, Wewnatrz barki termosu 4 = 1 ¢m,
O to, e cza: ki praktycznie nie

zderzajg sig migdzy soba, a jedynie ze
Sciankami banki. Przy zderzeniu

z zewnetrzng Scianka czasteczki vzyskuja
érednio energig kinetyczng odpowiadajaca
temperaturze pokojowej Ty = 293 K.
Zaldimy, 2o przy zderzeniu ze Sciankg
wewngtrzng uzyskiwana energia odpowiada
$redniej temperaturze tej $cianki w ciagu
stygnrecia, tj. T = (T + T3)/2 = 353 K.
Enérgia przenoszona przez jedng czasteczks

jest rowna

W= s (T=To),

gdzie dla gazu doskonatego, zlozonego

5
z molekul dwuatomowych cp = 3 R

(R — stata gazowa, Na — liczba Avogadra),

Liczba czasteczek zderzajacych sig
w jednostce czasu z jednostka powierzchni

wynosi
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Zastanowmy sig, na czym polega paradoksalnosc twierdzenia Banacha—Tarskiego. Jego
sprzecznos¢ z intuicja zwigzana jest chyba z naszymi wyobrazeniami o masie czy w przypadku
bryl jednorodnych — objetosci. Czy mozliwe byloby roztoZenie kulki ze zlota na kawalki tak,
aby z nich mozna bylo ztozy¢ kulke dwa razy wigksza, a wigc osiem razy cigzsza?! To przeciez
lepiej niz zamiana olowiu w zloto za pomoca kamienia filozoficznego — nie potrzebujemy nawet
ofowiu!

Woyjasnienie paradoksalnosci tej interpretacji jest proste — kulka sklada sie ze skonczonej liczby
niepodzielnych czastek (wyrazony jest tu poglad jednego z autorow, drugi, ktérego ojciec jest
fizykiem, woli nie wypowiada¢ si¢ na ten temat), nie mozna wigc dzieli¢ jej na dowolne zbiory
tak, jak mozemy dzieli¢ istniejace tylko w naszej wyobrazni idealne podzbiory przestrzeni R2,

Z tej strony $redniowiecznym alchemikom nie grozi wiec na razie konkurencja.

Nie wyjasnia to jednak, w jaki sposéb mozliwe jest powigkszenie objgtosci bryly tylko w wyniku
rozkladania jej na mniejsze i skladania w inny sposéb. Musimy wiec dokladniej przeSledzié
rozumowanie przeprowadzone poprzednio dla wielokatow i zobaczyc, czy przenosi si¢ ono na
przypadek dowolnych zbioroéw. Powtarzajac to rozumowanie powiedzielibysmy: zbior 4
rozkladamy na sume rozlgcznych zbioréw A4,, ..., 4, przystajacych odpowiednio do

rozigcznych zbioréow By, ..., B, z ktorych sklada sig zbiér B. Objetosé zbioru A jest zatem sumg
objetosci zbiordw 44, ..., Ay, te z kolei maja te same objetosci, co B,, ..., B, (bo zbiory
przystajace maja te same objetosci), ktorych suma jest objetoscia zbioru B. Zgadza sig, prawda?
W tym rozumowaniu zalozylisSmy milczaco, ze kazdy zbiér w przestrzeni ma objetosc, tzn. ze
istnieje funkcja m przyporzadkowujgca kazdemu zbiorowi A = R? liczbe m(A) w taki sposab, ze

(1) (addytywnos€) jesli A = A, U ... U Ay i zbiory Ay, ..., A sa parami rozigczne, to m(4) =
=m(A4,) + ... + m (4.,

(2) (niezmienniczosc) jesli zbiory A i B sg przystajace, to m (4) = m (B).

Kazda taka funkcja m nazywa si¢ uniwersalng, niezmiennicza ze wzgledu na izometrie miara
skoriczenie addytywna.

Teraz sytuacja powoli staje si¢ jasna. ZalozyliSmy milczaco, Zze taka miara istnieje. Czy jednak
potrafimy tego dowies¢? Otoz twierdzenie Banacha—Tarskiego pokazuje wlasnie, ze takich miar
w przestrzeni R* nie ma. Paradoksalne jest wiec nie to, ze z kuli mozna zrobi¢ dwa razy wicksza,
ale to, iz myslimy, ze umiemy zmierzy¢ objetos¢ kazdego zbioru w przestrzeni.

Inaczej mowiac, jesli chcemy okredli¢ niezmiennicza miare skoniczenie addytywna w R?, to
musimy zrezygnowad z jej uniwersalno$ci — zawsze beda istnialy zbiory niemierzalne.
Oczywiscie rodzina zbioréw mierzalnych, tzn. tych, na ktérych miara jest okresiona, musi
speinia¢ nastepujace warunki:

(1) jesli A, B sa mierzalne, to A U B, A n B, A’ tez s mierzalne,
(2) jesli zbior B jest izometrycznym obrazem zbioru mierzalnego A, to zbior B jest mierzalny.

Takie rodziny zbioréw nazywamy niezmienniczymi (ze wzgledu na izometrie) cialami zbiorow.
Przykladem miary okre$lonej na takim ciele zbiorow jest miara Jordana. Opiszemy ja

w przypadku plaszczyzny R?, uogdlnienie na przestrzenn R? bedzie latwym ¢wiczeniem dla
Czytelnika.

Chcac zmierzy¢ pole zbioru A pokrywamy go siatka kwadratow o boku & i obliczamy dwie
liczby: g

N (&) = liczba kwadratéw przecinajacych zbior A,
n (&) = liczba kwadratow zawartych w zbiorze A.

Nastepnie przechodzimy do granicy dla e — 0 i kladziemy

m(A) = lim £ - N(&) = lim £* ‘n(¢), o ile obie granice istniejg i sa rowne.
z—0 g0

Dowaodzi sig, ze tak zdefiniowana miara Jordana jest niezmiennicza ze wzgledu na izometrie.
Miara Jordana odpowiada pojsciu dlugosci (w R), pola (w R?) czy objetosci (w R?). Np.
dwuwymiarowa miara Jordana prostokata jest iloczynem jednowymiarowych miar jego bokow.

Cialo zbiorow mierzalnych w sensie Jordana jest dos¢ obszerne. W szczegblnosci wielokaty na

plaszczyZnie sg mierzalne wzgledem miary Jordana. Z latwoscia dowodzimy teraz koniecznosci
warunku réwnosci pol w twierdzeniu Bolyaia-Gerwiena. Wystarczy powtorzy¢ przeprowadzone
na poczatku rozumowanie traktujac pole wielokata jako jego miarg Jordana i korzystajac z jej

addytywnosci i niezmienniczosci.



Zbior przeksztaleen, ktéry wraz z dwoma
przeksztalceniami zawiera ich zlozenie oraz
przeksztalcenia odwrotne do kazdego z nich

i jest niepusty, nazywamy grupg
przeksztalcen.

Kazdy zbior przeksztalcen wzajemnie

jedne ych okreslony przez warunek
postaci: ,,wszystkie przel I ktbore
zachowujg ..." tworzy grupg. W szczegolnosci
Brupg tworzg izometrie.
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Rozwigzanie zadania M 469. Oznaczmy przez
X liczbe rzutdw, Wiedy P(X = k) = p- g*-1,
gdzie g = 1 = p, co wynika z niezaleznosci
rezultatéw kolejnych rzutéw. Obliczmy EX.

oo
EX = 2 k‘p‘ql" =
k=1

o
koG- gtt= D kogtie
k=1
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Rozwigzanie zadania M 470, Skorzystamy

z wyniku poprzedniego zadania. W pierwszym
rzucie otrzymujemy pewien wynik. Teraz
prawdopodobienstwo uzyskania innego

wyniku w pojedynczym rzucie wynosi % v

zatem Sredni czas oczekiwania jest rowny % =

Podobnie, §rednie czasy oczekiwania na

kolejne ,,brakujgce’ liczby oczek wynoszg

g A ili mujgc je otrzymuj

3'3'73 1.SI-I HEC ) ymujemy
1 1 1 1

1
6(l+-i+?+;+?+?)=l‘,?.

Widac tez od razu, Ze w twierdzeniu Banacha—Tarskiego zbiory, na ktére rozkladamy kule,
musza by¢ niemierzalne nie tylko wzgledem miary Jordana, ale takze wzgledem kazdej innej
miary niezmienniczej, wzgledem ktérej obie kule byly mierzalne.

Pojawia si¢ naturalne pytanie, czy paradoks Banacha—Tarskiego mozna powtérzyé na
plaszczyznie. Czy istnieja np. dwa wielokaty o réznych polach rownowazne przez rozklad
skonczony. Nadzieje na to przekreéla nastepujace twierdzenie Banacha:

Twierdzenie. Na plaszczyZnie R? istnieje uniwersalna, niezmiennicza ze wzgledu na izometrie
miara skoficzenie addytywna, rozszerzajaca miare Jordana.

Z twierdzenia Banacha wynika natychmiast, Ze jesli dwa mierzalne w sensie Jordana podzbiory
plaszczyzny sa rownowazne przez rozklad skonczony, to maja te sama miare Jordana.

Sytuacja na plaszczyZnie jest zatem calkowicie odmienna od sytuacji w przestrzeni trojwymiarowej
Skad bierze si¢ ta zasadnicza réznica? Okazuje sig, Ze powody lezg w algebraicznej strukturze
grup izometrii. Podstawowym krokiem w dowodzie twierdzenia Banacha—Tarskiego jest
znalezienie dwaoch izometrii @ i y przestrzeni R? (w istocie sa to obroty wokél dwéch roznych osi
przechodzacych przez poczatek ukladu wspolrzednych) o tej wlasnosci, Zze rownosé

g:k: u!p’l o ‘__oq:*nc!ptn=id

nie zachodzi dla zadnych, réznych od zera, liczb calkowitych k,, /;. Oznacza to, Ze grupa Gg,
zlozona ze wszystkich izometrii postaci

¢ioplio .. o ke o yln

jest tzw. grupa wolna o dwoch generatorach ¢ i . Analiza dowodu twierdzenia Banacha—
Tarskiego pokazuje, Ze wlasnie obecno$¢ wolnej podgrupy Gy, y W grupie izometrii R* umozliwia
swobod¢ w manipulowaniu punktami niezbedna do uzyskania paradoksalnego rozkladu.

Argumentu powy#szego nie da si¢ zastosowa¢ w przypadku plaszczyzny. ,,Latwo™ bowiem
wykaza¢, ze jesli ¢ i y sa dowolnymi izometriami plaszczyzny R?, to

Proplog oy loptoyplogtoyploptoypiop ioytop?=id,
co dowodzi, ze Gy, nie jest grupa wolna o generatorach ¢ i .

Istnienie miary, o ktorej mowi twierdzenie Banacha, zagwarantowane jest przez tzw.
rozwigzalnos¢ grupy izometrii plaszczyzny.
Przyjrzyjmy si¢ temu pojeciu,

Jesli G jest dowolna grupg przeksztalcen, to przez [G, G] oznaczamy zbior zlozony ze wszystkich
przeksztalcen postaci fo g o f~! o g~ !, gdzie f, g € G. Okazuje sig, ze zbiér [G, G] jest podgrupa
grupy G. '

Przez indukcje definivjemy zstepujacy cigg podgrup grupy G:

G = G, Gni1 = [Ga, Gal.

Jesli zdarzy sig, ze dla pewnej liczby n grupa G, jest trywialna: G, = {id }, to moéwimy, ze grupa G
jest rozwigzalna.

Zauwazmy, ze grupa G jest przemienna wtedy i tylko wtedy, gdy G, = [G, G] = {id}. Kazda
grupa przemienna jest wigc rozwiazalna. Nietrudno sprawdzic, ze grupa G izometrii plaszczyzny
jest tez rozwiazalna (G; = {id}, wystarczy pokazaé, ze G, jest grupa przesuniec).

Prawdziwa jest nastepujaca ogolniejsza wersja twierdzenia Banacha:

Twierdzenie. Jesli G jest rozwiazalna podgrupa grupy izometrii przestrzeni R" (n = 1, 2, 3, ...), to
w przestrzeni R" istnieje skorniczenie addytywna miara uniwersalna rozszerzajaca miare Jordana
i niezmiennicza ze wzgledu na izometrie nalezace do grupy G.

Z tego twierdzenia wynika w szczeg6lnosci, Zze paradoksalnego rozkladu kuli nie udaloby si¢
uzyskac uzywajac wylacznie przesunigc i obrotéw wzgledem osi o ustalonym kierunku (dlaczego?).

Warto podkresli¢, ze dowod twierdzenia Banacha najlatwiej przeprowadza si¢ metodami analizy
funkcjonalnej. Jest to wigc kolejna, obok geometrii, algebry, teorii miary i teorii mnogosci
dyscyplina matematyczna ,,zaangazowana’ w te zagadnienia. Migdzy innymi dzigki tej
roznorodnos$ci uzywanych technik problematyka ta stanowi interesujace pole badan.

Na zakonczenie przypomnijmy otwarty dotychczas problem sformulowany przez A. Tarskiego

w 1924 roku: czy kolo i kwadrat o tych samych polach s3 rownowaine przez rozklad skonczony?
Te nowa wersje kwadratury kola pozostawimy Czytelnfkowi jako zadanie na dlugie zimowe
wieczory {najblizszych, oby tylko kilku, zim).



