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iloczyny, w ktorych suma wskaznikow jest taka sama
Wyobrazmy sobie czastke, ktora moze si¢ poruszac tylko po
prostej tak, iz w ciggu 1 sekundy ruchem jednostajnym przesuwa
si¢ 0 | w lewo lub o 1 w prawo z takim samym

(fit oo ) o+ o Fttg_y) = [fy ~wo+(fy cuy+fa u0) +(fy ~uz+
+f2'ﬂ1+f3'l{o)+ e +(_f1 'R +fn’“0)]+ = +_fn‘ .

Zastepujac wyrazenia w nawiasach okraglych zgodnie z (*),

; ; 1 e
prawdopodobienstwem (rownym 3) W chwili 0 czgstka pomijajac wyrazy poza nawiasem kwadratowym i pamitajac, Ze

znajdowala sig w punkcie zero. W ukladzie wspolrzednych 4o = 1 mamy

wykresem ruchu czastki bgdzie lamana (np. taka, jak na rysunku n n n n=1 " o

1). Taki ruch nazywamy blagdzeniem po prostej. Pytanie, na ktére 2 f 2 g = 2 Ser Z Uy = Z iy = 2 ue— 1.
chcemy znaleZ¢ odpowiedZ, brzmi: Jakie jest prawdopodobienstwo k=1 k=0 k=1 k=0 k=1 k=0

powrotu czastki do punktu zero? >
A zatem, jesli f < 1 (a wieci D' fi < 1), to,
k=1
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Ciag po prawej stronie jest zbiezny, a ciag po lewej jest
8.1 niemalejacy, a wiec musi by¢ tez zbiezny, czyli v < + 0.
Oznaczmy przez f, prawdopodobienstwo powrotu czastki do zera Y B 2 ™ .
po raz pierwszy po 2n sekundach (powroty sa mozliwe tylko po Jesli u e=fron, S0 STUIG VoTases (*). Z lewej strony
parzystej liczbie sekund), przez w, prawdopodobienstwo tego, Ze otrzymujemy
czastka po 2» sekundach znajduje sig w zerze. Zauwazmy, Ze przy 9 =
obliczaniu powyzszych prawdopodobiefistw mozemy sig ograniczy¢ 2 M= Z =1 =u—1,
do trajektorii o dlugosdci 2n. Przyjmijmy, iz zdarzenie czqstka n=1 n=0
powrdci do zera ma pewne prawdopodobienistwo f. Mamy wtedy a z prawej

D hicunx= YA 3 =S u.
n=0
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f=fitht o tht o= YA

n=1 n=1k=l k=1l
Zauwazmy, Ze nie interesuja nas liczby f,, chcemy tylko zna¢ ich (Taka zmiana kolejnosci sumowania jest dozwolona, gdyz
sume. wszystkie wyrazy sg nieujemne.) Tak wigc

W zbiorze trajektorii o dlugosci 2n wyroznijmy trajektorie fu=u—1, czyli f=1- _l_
czastek wracajacych po 2n sekundach do zera — zbiér 4, — oraz u
trajektorie czastek wracajacych po raz pierwszy do zera po 2k
sekundach — zbiory Bi(k = 1, ..., n). Zauwazmy, ze zbiory By
n Prawdopodobienstwo u, obliczy¢ jest latwo. Aby czastka po 2n
s parami roziaczne i 4, < |_J Bk. Tak wiec ze wzoru na sekundach znalazla si¢ w zerze, musi wykonaé n ruchéow w lewo

s adnbiasit " Kl i tylez w prawo — rozloZzonych dowolnie w czasie. Tak wigc
prawdopodobienstwo catkowite

W szczegdlnosci wige f < 1.

2n ; sue
Uy = ( ) - 2-2"  Skorzystajmy teraz ze wzoru Stirlinga
n

"
P(4,) = D] P(B)- P(AalBy).

= podajacego przyblizong wartosc¢ n! i obliczmy przyblizong

wartosé uy
Zauwazmy, ze P(Aa|Bi) = P(An_x). Jesli czastka po 2k sekundach
znalazla sie w zerze, a po 2n sekundach ma tam powrdcié, to jej

trajektoria w czasie ostatnich 2n—2k sekund bedzie taka jak o = =37 @n! - (2n)?" - e~ 2" dnn ]
czastki startujacej z zera i wracajgcej tam po 2(n—k) sekundach. .. (12 = mn e g = ’
Tak wigc
n
) Dokladniej mamy:
P(4y) = D' P(Bi): P(Au-1). R
fe=1 L 12n
W " n! = n"yimne = gdzie 0 < Oy < 1.
Oczywiscie P(4n) = u, i P(By) = fi. Uan—40n =l 5
OtrzymaliSmy wazny dla dalszych rozwazan wzor X A 1 it _!___ i Mo I._' 2
A ;/E ]/,?m }/rm
*) U= 3 s 1. .
k=1 Tak wigc — = e
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Okazuje sig, Ze migdzy sumami f = Z filu= Z . zachodzi ] ) y o et

k=1 =t Bedziemy dalej oznaczad an = n*, gdy mamy - T 0.
zwigzek: )
J < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy & < 400, Ponadto wiedy Moina sprawdzié, ie gdy an = n%, to Zl an < = wiedy i tylko wiedy, gdy
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Trzeba jeszcze wiedziec, ze = 4 o0, by stwierdzi¢, iz

[ =1, czyli ze z prawdopodobiefistwem 1 czastka wroci do zera.
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Inng sprawa jest, jak dlugo, srednio oczywiscie, trzeba czekac na
taki powrét. W tym celu trzeba by obliczy¢

Son

n=1

Otoz mozna obliczyd, iz fr = , tak wiec $redni czas

2n ) nn
powrotu wynosi ... +00l

W pewnym fantastyczno-naukowym opowiadaniu autor opisuje nastgpujacy
sposéb podrézowania w Kosmosie. Planety polgczone sg bramami (pod- czy
nad- przestrzennymi — nie pamigtam dokladnie) w laficuch tak, ze wehodzac
w bramg mozemy z prawdopodobieristwem 1/2 znaleé sig na jednej z dwéch
asiednich planet. Poczatkowo ludzie zupetnie nie wiedza, jak sobie poradzié

2 takim systemem, jak wrocié, ale ktoé przypomina sobie o twierdzeniu, iz
czastka blgdzaca przypadkowo po prostej z prawdopodobienstwem | wraca do
punktu wyjscia i podréinicy wchodza w bramy tak diugo, az majdq sig mow
w punkcie startowym. Autor wiedzial, e dzwonia, ale ... srednio podréinicy
wracaliby po nieskoriczonym czasie,

Zamiast ruchu czgstki na prostej mozna rozpatrywac ruch na
plaszczyinie (rys. 2) lub w przestrzeni (rys. 3). Czastka startuje
wtedy z punktu (0,0) lub (0, 0, 0). W ciagu sekundy przesuwa sig¢

z jednakowym prawdopodobienistwem (rbwnym dla plaszczyzny

1
= a dla przestrzeni -E-) w lewo, w prawo, w przod lub w tyl

(w przestrzeni dochodzi jeszcze w gore lub w dél) o 1. Tak wigc
z punktu (x, ¥) moze przej$¢ do punktow (x—1, y), (x+1, »),
(x, y+1), (x, y—1) (a z punktu (x, y, z) do (x£1, y, 2),
(x,y+1, 2), (x, y, z+1)). Zadajemy to samo pytanie co
poprzednio; Z jakim prawdopodoblenstwem czastka powréci do
poczatku ukladu?

Zauwazmy, ze jesli f, i un zdefiniujemy tak jak uprzednio, to

wzor (*) pozostanie prawdziwy i dla plaszczyzny, i dla przestrzeni.
Tak wiec trzeba obliczy¢ u,. Zacznijmy od plaszczyzny. Liczba
trajektorii diugosci 2n jest rowna 42", Aby czastka znalazla sig

w zerze po 2n sekundach, musi wykona¢ tyle ruchow w lewo,

ile w prawo i tyle w przod, ile w tyl. Jesli wige ruszyla si¢ w lewo
k razy, to w prawo tez k, w przod (i w tyl) n—k razy. Ruchy te
mogla wykona¢ w dowolriej kolejnosci, wiec liczba takich
trajektorii jest rowna

(@2n)! _ (2n) [n)?
k) (n—h)')? _(n) (k)

Ale k moze przybiera¢ wartosci 0,1, ..., n, a wigc
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- Wspolezynnik przy a"h" po prawej stronie réwnosci

wynosi kéjo (:) : (njk] ,.
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Korzystajac ze wzoru Stirlinga mamy, 12 #, & — 1Znow
an
[+ #)

1
z uwagi na rozbieznos¢ E — mamy [ = L.
n=1 N

A jak jest w przestrzeni? Wyliczamy u, analogicznie jak
poprzednio i otrzymujemy

2n)!
et -2n =
B M o

O=<i+j=n
2n 1 n! a
— =21, i =M e
i (n) 2 [3 i!j!(n—i-—j)!] 3

Ogi+jsn
Wyrazenia C}; =

n!

—————— s3 wspolczynnikami
il jin—i—j)!

w rozwinieciu (a+b+0)", ti.
(@+b+or= )Y Cha'te-'-
O<i+j<n

(Mozna to sprawdzi¢ podobnie jak dla zwyklych wspolczynnikow
Newtona w rozwinigciu (a+ b)".) Podstawiajaca = b = ¢ = |

mamy
1= ) 3Ch.
Ogitj<n
P
s P
Rys.2 Rys. 3
Tak wigc

J pe WP < max [3-Chl.
O<i+j<n <i+j<n

Mozna sprawdzi¢, ze najwieksza wartos¢ Cf; przyjmuje:

. n
dlai=j= 5 przy n podzielnym przez 3,

n—1
dlai=j= . przy n— 1 podzielnym przez 3,

n+1
dlai=j= . przy n+ 1 podzielnym przez 3.
Za kazdym razem mamy (znow ze wzoru Stirlinga)
2
max " Cf:3 " —,
O<si+j=n n
gdzie c jest stata. Tak wiec (¢, jest znow stala)
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Ale tym razem Z — jest zbiezny, a wigc [ < 1!
n=] - }yn
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Przy dokladniejszych rachunkach mozna pokazac, Ze f = 0,35.
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