Autor, ktéry jest zdobywea ziotego medalu
w Konkursie Uczniowskich Prac

z Matematyki w 1986 roku, przedstawia
skrot nagrodzonej pracy.
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O pewnych wilasnosciach przestrzeni
euklidesowych

Piotr JEDRZEJEWICZ

Artykul stanowi omowienie pracy poswigconej prébie aksjomatyzacji wielowymiarowej geometrii

‘euklidesowej. Pomyst napisania tej pracy zrodzil sie po lekturze Geometrii elementarnej

A. W. Pogoriclowa. W pracy ograniczamy si¢ do zbadania takich pojg¢, jak wymiar, réwnoleglosc,
prostopadloéé. Aby wskazac, ze definicje przyjete w pracy sg naturalne, ilustrujemy uzyskane
twierdzenia przykladami z trojwymiarowej geometrii euklidesowej.

Zanim wypiszemy przyjete w pracy aksjomaty, zrébmy nastepujaca uwage. Rozwazajac
tréjwymiarowa geometrie euklidesowa przyimuje si¢ jako pojgcia pierwotne m.in. punkty, proste
i plaszczyzny, z ktorych kazde, jako uniwersum dla geometrii euklidesowej nizszego wymiaru
ma analogiczne wlasnosci. My$l t¢ rozszerzamy rowniez na przypadek przestrzeni euklidesowych
wyzszych wymiarow. Symbolem E" dlan = —1,0, 1, 2, 3... (E~! —zbiér pusty, E° — punkt,

E' — prosta, E? — plaszczyzna euklidesowa, E® — tréjwymiarowa przestrzen euklidesowa)
bedziemy oznaczaé¢ n-wymiarowe przestrzenie euklidesowe, ktore zamiennie nazywac bedziemy
n-przestrzeniami lub po prostu przestrzeniami.

Punktem wyjscia do naszych rozwazan jest nastepujacy uklad aksjomatow.
I Dla kazdej przestrzeni istnieje punkt nie nalezacy do niej.
II Czedcia wspolna dwoch przestrzeni jest przestrzen.

I Jesli E*= E tok =L JeSi E*X< E'i E* # E' tok < L

IV Dla dowelnych n+1 punktéw nie bedacych rownoczesnie elementami tej samej
(n— 1)-przestrzeni istnieje dokladnie jedna przestrzen zawierajaca te punkty.

V Dla dowolnej n-przestrzeni i kazdego m = n istnieje m-przestrzeii zawierajaca t¢ n-przestrzen.

VI Jesli E® = E™1, to E"*! jest suma E™i dwoch, rozigeznych i roztacznych z E”,
(n+ 1)-polprzestrzeni otwartych, takich, ze odeinek o korcach nalezacych do jednej
(n+1)-pdiprzestrzeni nie ma punktéw wspolnych z E”, a odcinek o korficach w dwéch
(n+ 1)-polprzestrzeniach ma punkt wspolny z E"(n = 0).

Powyzszy uklad aksjomatéw nie byt badany pod katem niezaleznosci. W gruncie rzeczy jego
cecha jest duza naturalno$é, zgodnos¢ z intuicjg. W efekcie rozwazan o charakterze wylacznie
czystej dedukcji uzyskuje sie pewna liczbe twierdzen, z ktorych przytaczamy jedynie najwazniejsze.

Uwiericzeniem pierwszej czesci dotyczacej wlasnosci wymiaru jest

Twierdzenie. Jesli k-przestrzen i [-przestrzen generujg m-przestrzen, a przekrojem ich jest
w-przestrzen (w = 0), to m+w = k+1

Utyte wyZej pojecie generowania przestrzeni przez zbior okreslamy nastepujaco.

Definicja. Zbiér X generuje przestrzen, jesli jest to n-przestrzen zawierajaca zbior X' oraz nie
istnieje (n— 1)-przestrzen zawierajaca ten zbior. Przestrzen generowana przez zbior X oznaczamy
symbolem <X ).

W drugiej czesci pracy omowione jest pojecie rownoleglosci przestrzeni.

Definicia. k-przestrzen i [-przestrzefi, gdy k < /, nazywamy rozigcznie rownoleglymi, jesli sg
roziaczne i leza w (/+1)-przestrzeni (k = 0).

Definicia. k-przestrzen i [-przestrzefi nazywamy rownoleglymi, jesli sa rozlacznie rownolegle lub
jedna zawarta jest w drugiej (k, I > 0). Jesli E* i E' sa rownolegle, to piszemy E* || E'.

Wiadomo, ze do kazdej plaszczyzny przez dowolny punkt mozna poprowadzi¢ plaszczyzng
réwnolegla i przy tym dokladnie jedna. W naszym przypadku zachodzi twierdzenie ogolniejsze.

Twierdzenie. Do kazdej n-przestrzeni przez dowolny punkt mozna poprowadzi¢ n-przestrzen
rownolegla i przy tym dokladnie jedng (n = 0).

Daisze udowodnione w pracy wiasnosci relacji rownoleglodci przedstawiaja sig nastgpujaco.

Twierdzenie. Jesli E*|EY, E'||E", k < | < m, to E*||E™.
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Twierdzenie. Jesli (E*UE") = E™, E*nE' = E*, w > 0, E}|[E*, E{||E", EXnE{ # ©, to istnieja
takie EV i EY, ze (EXYUE!) = EP, EXnE}! = E?, EV||E™i E}||E™.

W najprostszej swej nietrywialnej postaci k = [ = 1, m = 2, w = 0, fakt ten oznacza, ze jesli
mamy pare prostych przecinajacych sie i przez punkt poprowadzimy do nich rownolegle, to
wyznacza one plaszczyzng rownolegla. Warunek E¥nEl # @ mozna zastapi¢ przez Ef, Ef < E™.

Twierdzenie. Jesli E*||E", E¥||E", E"nE" = E', to EY|E,

Weimy prosta rownolegla do dwéch przecinajacych si¢ plaszezyzn. Twierdzenie powyzsze
orzeka, Ze prosta jest rownolegia do krawedzi przeciecia tych plaszczyzn.

Twierdzenie. Jesli przestrzen przecina dwie przestrzenie rownolegle, to te przekroje sa
przestrzeniami rownoleglymi. .
Przecigcie plaszezyzna dwoch plaszezyzn rownoleglych tworzy dwie proste rownolegle,
Twierdzenie. Dwie dowolne n-przestrzenie lezg w rownoleglych 2n-przestrzeniach (n = 0).
Dwie dowolne proste lezg w plaszczyznach réwnoleglych.

W trzeciej czgici pracy przedstawione sa podstawowe wiasnosci relacji prostopadlodci przestrzeni.

Definicja. Prosta i n-przestrzen nazywamy prostopadtymi, jesli ich przekrojem jest punkt i prosta
ta jest prostopadia do kazdej z n prostych przechodzacych przez ten punkt i takich, ze ich suma
generuje te n-przestrzefi (n = 1).

Definicja. k-przestrzen i [l-przestrzen, gdy k < /, nazywamy Scisle prostopadiymi, jesli sig
przecinaja na (k— 1)-przestrzeni i istnieje prosta zawarta w k-przestrzeni, prostopadia do
l-przestrzeni (k = 1).

Definicja. k-przestrzen i [-przestrzen nazywamy pekowo prostopadiymi, jesli ich przekrojem jest
punkt i kazda z k prostych, ktore generuja k-przestrzen, jest prostopadla do kazdej z / prostych,
ktore generujg l-przestrzen (k, [ = 1).

Prostopadlos$¢ Scista oznaczamy L, a pgkowa T,

Definicja ta jest poprawna, nie zalezy od wyboru ukladéw prostych generujacych dane
przestrzenie, na mocy nastgpujacego faktu.

Twierdzenie. Je§li prosta jest prostopadia do przestrzeni, to jest prostopadia do kazdej prostej
zawartej w tej przestrzeni i przechodzgcej przez jej punkt przecigcia z tg przestrzenig.

W przypadku trojwymiarowym stwierdzenie to oznacza, ze jeSli prosta jest prostopadia do dwach
prostych zawartych- w plaszczyinie i przechodzacych przez jej punkt przecigcia z ta plaszczyzna,
to jest prostopadia do kazdej prostej przechodzacej przez ten punkt i lezacej w tej plaszczyznie.

A oto waZniejsze wlasnoéci prostopadiosci udowodnione w pracy.

Twierdzenie. Dla dowolnej przestrzeni E* przez dowolny punkt 4 € E* mozna w E*+! zawierajgcej
E* poprowadzi¢ E' pekowo prostopadla do E* i przy tym dokladnie jedng (k, { = 0).

Twierdzenie. Jesli EXLE', EX||\E*, E}||E', EfnE]l # @, to Ef.LE{ )
Twierdzenie. Jesli E*TE', E¥||E*, EL||E', E¥nE! # @, to EXTE].
Twierdzenie. Jesli EXTE', EXTE', EX, EY, E' < E**! to E*||E}.

Interpretacja powyzszych twierdzed w trojwymiarowej geometrii euklidesowej jest oczywista.
Zwroémy uwage, Ze ostatnia z tych wlasnoéci nie ma swego odpowiednika w przypadku
prostopadlosci Scislej (rozwazmy np. plaszczyzng i dwie przecinajqce si¢ plaszczyzny do niej
prostopadie).

Na zakoriczenie przytoczymy ostatnie (szes¢dziesiate czwarte) udowodnione w pracy twierdzenie,

Z kazdego punktu do kazdej przestrzeni (E”, gdzie n = 1) nie zawierajacej tego punktu mozna-
poprowadzi¢ prosta prostopadia i przy tym dokladnie jedng.

Fakt ten stwarza mozliwos¢ okreslenia odleglosci punktu od przestrzeni. Pojecie to moze
stanowi¢ poczatek badan wlasnosci metrycznych E®.




