
Dr Zbigniew SA WON Pewien kontrprzyklad skonstruowany
przez Stanislawa Mazura

W listopadzie ubieglego roku minela piata rocznica §mierci Stanislawa Mazura, który byl moim
wielkim mistrzem. Pamietajac o tym pozwole sobie przypomniec jego pierwsza publikacje, która
stala sie przyczyna dlugotrwalej i owocnej wspólpracy ze Stefanem Banachem.

Zaczne od paru definicji:

Niech III = (an, O)n, o = 1, 2, ... bedzie nieskonczona macierza o wyrazach rzeczywistych
spelniajaca nastepujace warunki
1) an.o;;;: O, an,n i= O, an .• = O dla k = n+1, n+2, ... ,

2) dla kazdegok mamy lim an •• = O,
n->OO

dla k> n.

dla k = 1,2, ... ,n,

(n = 1,2, ... ).

Wówczas dla kazdego ciagux = (to)~ 1

t1 +t2 ... +tn
An(x) = ----

n

Jednym z podstawowych problemów teorii limesowalnosci w poczatkowym stadium jej rozwoju
byl problem sformulowany przez Hugona Steinhausa:

Niech III i iB beda dwiema macierzami spelniajacymi warunki 1,2,3. Przypuscmy ponadto,
ze Ill* = iB~.Czy dla kazdegox E Ill* musi byc A(x) = B(x)? Inaczej mówiac, czy'jesli dwie
metody limesowalnosci maja jednakowe pole ("uzbiezniaja" te same ciagi), to uogólnione

granice sa takie same? Problem ten rozwiazal Stanislaw Mazur i odpowiedz jest negatywna.
Prostota podanego przez niego kontrprzykladu pozwala na przedstawienie go na lamachDelty.

n

Mówimy, ze ciagx = (tn)n"; 1 jest limesowalny macierzaIll, jesli istnieje lim L ano.t •.
n->ook=l

Zamiast wypisywac macierzeIII i iB wypiszmy od razu transformaty odpowiadajace tym
macierzom, proszac jednoczesnie Czytelnika, aby za autora wypelnil te luke

wyznaczonej przez macierzIll.

n

3) lim L an •• = l.
n->ook=l

n

(i) liczbe An(x) = L Gn.O t. nazywamy n-ta transformata ciagux wyznaczona przez macierzIll,
k=l

(ii) liczbe A (x) = lim An(x) nazywamy uogólniona granica ciagux wyznaczona przez macierzIll,
n->OO

(iii) zbiór Ill* = {x = (t.)~ 1: istnieje lim An(x)} nazywamy polem metody limesowalnosci
n->OO

Wówczas

Warunki 1, 2 i 3 zapewniaja, ze wszystkie ciagi zbiezne leza w polu metodyIII i ze granica
uogólniona dla ciagu zbieznego jest równa jego zwyklej granicy. Aby Czytelnik mógl sie o tym
przekonac, odsylam go do mojego artykulu "Metoda wedrujacego garbu", zamieszczonego
w ósmym numerze zeszlorocznejDelty.

Przykladem metody limesowalnosci jest metoda wyznaczona przez macierz:

Al(X) = Bl(X) = t1,

1
An(x) = tn_1+-tn,

n ( (_l)n-l)' lBn(x) = 1+ ) tn_1+-tn(n-l! n
(n = 2,3, ... ).

Zatem

dla n = 2, 3, ...

dla n = 2,3, ...
( _l)n-l

Bn(x) = An(x)+ --- tn_1(n-l) !
(*)

Oznaczmy:

n ( (_1)0 )Ql = l; Qn = Il l+ ~
k=2

Czytelnik z latwoscia udowodni, ze ciagQn jest zbiezny i ze jego granica jest liczba dodatnia.

Oczywiscie Czytelnik bez trudu zauwazy,
ze przedstawiona konstrukcje mozna

uogólnic biorac zamiast ciaguen = ~n
dowolny ciagen - O,en > O.Tak tez
wygladala w oryginale praca St. Ma·zura.
Wybralem jednak jeden konkretny ciag
oczekujac, ze uwazny Czytelnik bez trudu
uchwyci idee tego pomyslu i potrafi ja
zaadaptowac do przypadku ogólnego.
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Dla n = 2,3, ... mamy wzory

n (_l)k-l

(-1). t. = -t1- LA,(X)' '(k-l)!n! k=2 .

Nalezy teraz zauwazyc, ze gdy ciag(rh)"'; 1 jest zbiezny, to zbiezne sa tez szeregi

z tego zas wynika, ze jesli jeden z ciagów(A,(X»~l-' (B,(x)~ 1 jest zbiezny, to zbiezny jest tez

ciag ( -1)' 4) 00 . Ze wzoru (*) wynika, ze ciagi(A,(X»k"; 1 i (B,(jc»~ l sa jednoczesniek. k=2 .

zbiezne lub rozbiezne. Czyli, ze Ill*= ~*. Tymczasem dla ciaguXo = « - 1)·n !),;x;, l mamy

Xo E ~r* A(xo) = O oraz B(xo) = 1.

Zacytowany tutaj kO:1trprzyklad zachwycic moze swoja prostota i elegancja. Nalezy tez
pamietac o tym, ze autorem jego byl dziewietnastoletni samouk. Stanislaw Mazur opublikowal
powyzszy kontrprzyklad w jednym z czasopism niemieckich. Po pewnym czasie artykul ten dotarl
do Stefana Banacha, który polecil odszukac we Lwowie autora. W ten sposób doszlo do
pierwszego spotkania dwóch gigantów polskiej matematyki. Byc moze w kolejnym artykule
napisze, w co grywali w wolnych chwilach Stanislaw Mazur i Stefan Banach.

Redaguje,dr Rafa/ SZTENCEL

... eJ.+e-J. .1.).'

M 463. Udowodmc, ze 2 .;:;e' .

Rozwiazanie na str. 7

M 464. Niech (X,)r; l bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych,
1 !: J.'n

P(X, = I) = P(X, = -1) = 2' s.= Xl +X2 ••• + X •. Pokazac, ze EeJ.S• .;:;e2 •

Rozwiazanie na str. 12

M 465. W Polsce rodzi sie rocznie 700 tysiecy niemowlat. Zalózmy dla uproszczenia rachunków,
. 1

ze prawdopodobienstwo urodzenia chlopca wynosi -. Oszacowac mozliwie najlepiej
2

prawdopodobienstwo tego, ze liczba chlopców przewyzszy liczbe dziewczat o 7 tysiecy lub
wiecej.
Rozwiazanie na str. 6

Redaguje mgr Rafa/ STARONSKI

- F 216. W wyniKU oddzialywan elektromagnetycznych czastek o.przeciwnych ladunkach
elektrycznych (np. elektronu e- i pozytonu e+ lub pionówn+ i n-) moze powstawac zwiazany
uklad tych czastek tworzac rodzaj atomu. Opierajac sie na modelu atomu Bohra znalezc:
a) Wartosc energii stanu podstawowego pozytonium, tj. atomu powstalego z e- i e+.
b) Energie kwantu y wypromieniowanego przy przejsciu pionium, tj. ukladun- i n+, ze stanu
wzbudzonego on = 2 do stanu podstawowegoJn = I). Oszacowac rozmiary pionium i
pozytonium w stanie podstawowym. Masa elektronu i pozytoriu jest taka sama i wynosi

m. = 9,1 . 10-21 g; masy pionów n+ i n- przyjac nalezy za równe i wynoszace m" ~ 273,1' me;
ladunek elektronu e ~ 1,6' 10-19 C.
Rozwiazanie na str. 13

F 217. Egzotyczne atomy omówione w poprzednim. zadaniu sa nietrwale. Np. pozytonium rozpada

sie po krótkim czasie na skutek anihilacji elektronu i pozytonu. Ile co najmniej kwantówy

powstanie w wyniku tego procesu? Czy energia ich bedzie wystarczajaca do kreacji nowej pary
elektron-pozyton?
Rozwiazanie na str. 7
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