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Cheemy przedstawi¢ pewien problem geometryczny sformutowany
30 lat temu. Angazuje on wislu specjalistow z dziedziny

geometrii kombinatorycznej. Dzieki prostemu sformulowaniu
przycigga takZe amatorow., :

P1 ZYPUszczenie }‘i:éti\k];_li,l a

Kolo K mozna pokry¢ suma trzech mniejszych kot (rys. 1),
podczas gdy dwa nie starczaja. Dowolny rownoleglobok P daje
sie pokry¢ czterema swoimi zmniejszonymi obrazami
jednokladnymi (rys. 2).

Rys. 1 Rys. 2

Jednoczesnie trzy takie zmniejszone rownolegltoboki nie
wystarczajg (dlaczego?). Szescian S daje sie pokry¢ osmioma
swoimi zmniejszonymi obrazami jednokladnymi, siedem zas nie
starcza. W 1957 roku szwajcarski geometra Hadwiger wysunat
przypuszczenie [2], ze dowolna wypukia bryla euklidesowej
przestrzeni trojwymiarowe) £7 daje sie pokry¢ osmioma swoimi
zmniejszonymi obrazami jednokladnymi. Problem ten pozostaje
nie rozwigzany mimo intensywnych badan. Hadwiger sformutowal
swoje przypuszczenie takze dla n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej E". Mowi ono, ze dowolna bryta wypukla w E”
powinna da¢ sig pokry¢ za pomoceg 2" swoich zmniejszonych
jednoktadnych obrazow. Procz oczywistej odpowiedzidlan = 1
pozytywne rozwigzanie znane jest tylko dla n = 2.

Przypomnijmy, ze zbior 4 = E" nazywamy wypuklym, gdy wraz
z dowolng para swoich punktow zawiera caly odcinek laczacy te
punkty. Jezeli ponadto 4 jest domkniety, ograniczony i zawiera
punkty wewngtrzne, to nazywaniy go bryla wypukla. Przy n = 2
ostatni warunek oznacza, 7e A nie miesci sig w przestrzeni
nizszego wymiaru. Na przyklad trojkat jest bryla wypukla w E2,
ale nie jest bryla wypukla w E3.

Latwy rachunek pokazuje, ze dowolne przesunigcie

zmniejszonego jednokladnego obrazu wypuktej bryly C jest takze
zmniejszonym obrazem jednokladnym bryly C. Dlatego rozwazajac
pokrycie bryly wypuklej C jej zmnigjszonymi obrazami
jednokladnymi mozna nie zwracaé uwagi na poloZenie srodkow
jednokladnosci. Wystarezy pokrywaé C przesunigciami pewnego
jej zmnigjszonego ohiazu. ]

P

Najmniejsza mozliwa liczbg zmniejszonych jednokladnych

obrazow wypuklej bryly C wystarczajgca do pokrycia C oznaczamy
przez L(C). Symbol ten jest bardzo wygodny. Mozemy krétko
napisac, ze L(K) = 3, L(P) = 4, L(S) = 8. Przypuszczenie
Hadwigera wyraza sie nierownoscia L(C) < 2" dla dowolnej

bryly wypukicj C = E". Moze Czytelnik zechce odgadnac

i ewentualnie uzasadni¢ wartosci L(C) dla C bedacego
czworoscianem, ostrostupem o podstawie kwadratowej, a takze
kula w przestrzeni E?, i ogolniej, przestrzeni E".

Odpowiedz dla n = 2

Zgodnie z terminologia przyjeta dla £" takze przy n = 2 bedziemy
uzywaé okreslenia ,,bryla wypukla”, mimo ze stowo ,,bryla™
niezbyt kojarzy sie nam ze zbiorami plaski:ﬁi. Pokryciem plaskiej
bryly wypuklej swoimi zmniejszonymi jednokladnymi obrazami
zajat sie jeszcze dwa lata przez Hadwigerem niemiecki matematyk
Levi. Udowodnil on [5] nastepujace

Twierdzenie 1. Dla dowolnej bryly wypuklej C = E? nie bedacej
rownolegtobokiem zachodzi rownosc L(C) = 3.

Razem z réwnoscia L(P) = 4 twierdzenie to dawalo dlan = 2
pozytywna odpowiedz na przypuszczenie Hadwigera jeszcze przed
jego opublikowaniem: kazda plaska bryla wypukia daje si¢ pokry¢
czterema swoimi zmniejszonymi jednokladnymi obrazami. Pojawia
sie tutaj naturalne pytanie o najmniejsza mozliwa skale tych
czterech obrazow. Odpowiemy na nie w Twierdzeniu 2. Najpierw

' jednak potrzebujemy pewnej definicji oraz dwoch wiasnosci

sformutowanych jako Zadanie i Lemat (moZe Czytelnik sprobuje
rozwiaza¢ Zadanie, dowod Lematu jest dosc trudny).

Rownolegtoboki P, O nazywamy quasi-dualnymi, jezeli boki P sa
rownolegle do przekatnych Q oraz jezeli boki Q sa rownolegle do
przekatnych P.

Zadanie. Niech P, Q beda rownoleglobokami quasi-dualnymi.
Uzasadnic, ze stosunki dlugosci bokow P do rownoleglych
przekatnych Q sa identyczne. Oznaczmy te stosunki przez p.
Wykazad, ze stosunki dlugosci bokéw Q do przekatnych P sa
rowne i wynosza g = 1/2p.

Lemat. W dowolng bryle wypukla € < E? daje si¢ wpisa¢ para
rownoleglobokow quasi-dualnych.

Kolej na obiecane twierdzenie [4]:

Twierdzenie 2. Dowolna bryla wypukla C = E? daje sig pokry¢
czterema swoimi jednokladnymi obrazami o skali ]/2;2.

Dowod. Lemat pozwala znalezé takie kolejne punkty a,, b,, az,
b, as, b, as, by na brzegu C, ze czworokaty P = a,a3a5a4 oraz
Q = b, babib, sa gquasi-dualnymi rownoleglobokami (rys. 3).
Przynajmniej jedna z liczb p, ¢ wystgpujgcych w Zadaniu jest

nie wigksza niz }/2/2. Niech np. p < y/2/2.



Oznaczmy przez a §rodek rownolegtoboku P. Niech ¢, €3, ¢3, €4
bedg punktami wspolnymi par prostych zawierajacych odpowiednio
odcinki: ay by oraz a; b,, a; b, oraz a; ba, as b, oraz agbs, asb,
oraz a, b, (zob. rys. 3). Poniewaz a,, by, az, bz, as, ba, aq, bs

sa kolejnymi punktami brzegu bryly C, wigc C jest zawarte

W sumie czworokatow aa, ¢y aa, 4a: C2as, A3 C3ds, Ada Cady

Niech H, bedzie jednokladnoscia o srodku ¢, i skali p, gdzie
i=1,2,3,4. Poniewaz H,(by) = a,, H (b;) = aa, a,allbsb;
oraz asallb, by, wiee H,(C) pokrywa trojkat aa, a,. Niech x € C
bedzie punktem trojkata a, a; ¢;. Poniewaz H,(C) jest wypukle

i zawiera punkty a,, a., H,(x), wigcc zawiera tez trojkat a, a; H(x).
W szczegolnosei x € H (C). Czyli-H,(C) zawiera tg czgs¢ C,

ktéra lezy w czworokacie aa, ¢, @z. Analogicznie, czgsci wspoine
bryly C i czworokatow aa,caa;, aasciay, Qascyay 53

podzbiorami zbiorow H,(C), H3(C), Hy(C), Tak wiec C daje sig
pokry¢ czterema obrazami o skali p. Tym bardziej daje sie wiec
pokryé czterema swoimi jednokladnymi obrazami o skali J/2/2.

Przypadek n = 3

Niech C = E® bedzie bryla wypukla, a x jej punktem brzegowym.
Mowimy, ze plaszczyzna nt podpiera bryle C w punkci: v, jezeli

x €z i Jezeli C zawiera si¢ calkowicie w jedne) z domknigtych
polprzestrzeni wyznaczonych przez =. Jezeli tvlko jedna
plaszczyzna podpiera C w punkcie x, to nazywa si¢ on regularny.
Jezeli takich podpierajacych plaszczyzn jest wigcej, to x nazywamy
nieregularnym. Na przyklad wszelkie punkty krawedziowe, a w tym
wierzcholki, sg jedynymi niercgularnymi punktami wieloscianu
wypuklego. Wszystkie punkty brzegowe kuli sa regularne.

W 1960 roku Boltianski podal

Twierdzenie 3. Jezeli bryla wypukla C = E* ma na brzegu tylko
punkty regularne, to L(C) = 4.

Przystgpny dowéd tego twierdzenia mozna znaleZé

w popularnonaukowej ksiazeczce [1]. Okazuje sig, Zze podane
twierdzenie daje si¢ nieznacznie ulepszy¢. Udowodniono, Ze brzeg
C moze mie¢ do czterech punktow nieregularnych i nadal

L(C) = 4.

Inny kierunek badan w celu znalezienia chociazby czesciowego
rozwigzania polega na rozwazaniu tylko srodkowo-symetrycznych
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bryl wypuklych. Przy n = 3 dwa oszacowania wspomniane

w ostatniej czedci tego artykulu dajg L(C) < 148 oraz L(C) < 64
dla dowolnej §rodkowo-symetrycznej bryly wypuklej C < E?.
Ostatnio udalo sie uzyskac [3] ostateczny wynik w tym kierunku:

Twierdzenie 4. Dowolna $rodkowo-symetryczna bryla wypukia
przestrzeni E* daje si¢ pokry¢ o§mioma swoimi jednokladnymi
obrazami.

Oczywiscie dla rownoleglodcianu K mamy L(K) = 8. Mozna
przypuszczad, ze dla dowolnej wypuktej bryly
srodkowo-symetrycznej C < E® roznej od rownolegloscianu
bedzie L(C) < 6. Nawet przy dodatkowym zaloZeniu, ze C jest
wieloscianem, nie udato si¢ uzyska¢ odpowiedzi. Natomiast jest
ona pozytywna [6], gdy zalozymy $rodkowg symetrig nie tylko
dla naszego wieloscianu, ale i jego Scian (zob. tw. 5). Takie
wielosciany zwane sa zonotopami. Stosuje si¢ je w krystalografii.
Najprostszym przykladem zonotopu jest rownolegloscian. Innym
przyktadem jest dwunastoscian rombowy (rys. 4).

Twierdzenie 5. Dowolny, rézny od rownolegloboku zonotop
Z < E* daje sie¢ pokry¢ sze$cioma swoimi zmniejszonymi
obrazami jednokladnymi.

Rys. 4

Co wiadomo o pokryciu w E"?

Przypuszczenie Hadwigera zostalo potwierdzone tylko dla
pewnych klas bryl wypuklych. Klase taka stanowia bryly wypukle
majace co najwyzej 2"— 1 punktow nieregularnych na brzegu.
Whynika to z twierdzenia Boltianskiego, ze L(C) < m+ 1, jezeli C
ma na brzegu co najwyzej m punktow nieregularnych (zob. [1]).
Takze L(Z) < 2" dla dowolnego zonotopu Z < E", co pokazali
Boltianski i Soltan. Co wigeej, L(Z) < i - 2", jezeli Z © E"jest
zonotopem réznym od rownolegloscianu [6]. Dla dowolnej
$rodkowo-symetrycznej bryly wypuklej C < E" Rogers podal
oszacowanie L(C) < 2" (nlnn+ninlnn+ 5n1), a Lewin

i Pietuchin wykazali, ze L(C) < (n+1)". Dowodow tych dwoch
oszacowan nie opublikowano.
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