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Chcemy przedstawic pewien problem geometryczny sformulowany
30 lat temu. Angazuje on wielu specjalistów z dziedziny
geometrii kombinatorycznej. Dzieki prostemu sformulowaniu
przyciaga takze amatorów.

Przv0uszczenie Hadwigera

Kolo K mozna pokryc suma trzech mniejszych kól (rys. 1),
podczas gdy dwa nie starczaja. Dowolny równoleglobokP daje
sie pokryc czterema swoimi zmniejszonymi obrazami
jednokladnymi (rys. 2).

Najmniejsza mozliwa liczbe zmniejszonych jednokladnych
obrazów wypuklej bryly C wystarczajaca do pokrycia C oznaczamy
przez L(C). Symbol ten jest bardzo wygodny. Mozemy krótko
napisac, zeL(K) = 3, L(P) = 4, L(S) = 8. Przypuszczenie
Hadwigera wyraza sie nierównosciaL(C) ~ 2n dla dowolnej

bryly wyp~lej C c P. Moze Czytelnik zechce odgadnac
i ewentualnie qzasadnic wartosciL( C) dla C ·bedacego
czworoscianem, ostroslupem o podstawie kwadratowej, a takze
kula w przestrzeni E" i ogólniej, przestrzeni En.

Odpowiedz dla /1 2

Jednoczesnie trzy takie zmniejszone równolegloboki nie -
wystarczaja (dlaczego?). Szescian S daje sie pokryc osmioma
swoimi zmniejszonymi obrazami jednokladnymi, siedem zas nie
starcza. W 1957 roku szwajcarski geometra Hadwiger wysunal

przypuszczenie [2], ze dowolna wypukla bryla euklidesowej
przestrzeni trójwymiarowej E3 daje sie pokryc osmioma swoimi
zmniejszonymi obrazami jednokladnymi. Problem ten pozostaje
nie rozwiazany mimo intt'nsywnych badan. Hadwiger sformulowal
swoje przypuszczenie takze dla n-wymiarowej przestrzeni
euklidesowej En. Mówi ono, ze dowolna bryla wypukla wEn

powinna dac sie pokryc za pomoca2n swoich zmniejszonych
jednokladnych obrazów. Prócz oczywistej odpowiedzi dla-n=
pozytywne rozwiazanie znane jest tylko dlan = 2.

Przypomnijmy, ze zbiórA c En nazywamy wypuklym, gdy wraz
z dowolna para swoich punktów zawiera caly odcinek laczacy te
punkty. Jezeli ponadtoA jest domkniety, ograniczony i zawiera
punkty wewnetrzne, to nazywamy go bryja wypukla. Przyn ;. 2 -
ostatni warunek oznacza, zeA nie miesci sie w przestrzeni
nizszego wymiaru. Na przyklad trójkat jest bryla wypukla wE2,

ale nie jest ~ryla wypukla wE'. -

Latwy rachunek pokazuje, ze dowolne przesuniecie
zmniejszonego jednokladnego obrazu wypuklej bryly C jest takze
zmniejszonym obrazem jednokladnym bryly C. Dlatego rozwazajac
pokrycie bryly wypuklej C jej zmniejszonymi obrazami
jednokladnymi mozna nie zwracac uwagi na polozenie srodków
jednokladnosci. Wyst(lrczy pokrywac C przesunieciami pewnego
jej zmniejszonego obrazu. /'

Twierdzenie 2. Dowolna bryla wypukla Cc E2 daje sie pokryc

czterema swoimi jednokladnymi obrazami o skaliY2/2.

Kolej na obiecane twierdzenie [4]:

Lemat. W dowolna bryle wypukla Cc E2 daje sie wpisac para
równolegloboków quasi-dualnych.

Dowód. Lemat pozwala znalezc takie kolejne punktyal, bl, a2,

b2, a3, b3, a4, b4 na brzegu C, ze czworokatyP = ala2a3a4 oraz
Q = bl b2 b3 b4 sa quasi-dualnymi równoleglobokami (rys. 3).
Przynajmniej jedna z liczbp, q wystepujacych w Zadaniu jest
nie wieksza nizY2/2. Niech np.p ~ Y2/2.

Zgodnie z terminologia przyjeta dlaEn takze przy n = 2 bedziemy

uzywac okreslenia "bryla wypukla", mimo ze slowo "bryla"
niezbyt kojarzy sie nam ze zbiorami plaskimi. Pokryciem plaskiej
bryly wypuklej swoimi zmniejszonymi jednokladnymi obrazami
zajal sie jeszcze dwa lata przez Hadwigerem niemiecki matematyk
Levi. Udowodnil on [5] nastepujace

Twierdzenie l. Dla dowolnej bryly wypuklej Cc E2 nie bedacej

równoleglobokiem zachodzi równoscL(C) = 3.

Razem z równosciaL(P) = 4 twierdzenie to dawalo dlan = 2
pozytywna odpowiedz na przypuszczenie Hadwigera jeszcze przed
jego opublikowaniem: kazda plaska bryla wypukla daje sie pokryc
czterema swoimi zmniejszonymi jednokladnymi 'obrazami. Pojawia
sie tutaj naturalne pytanie o naj mniejsza mozliwa skale tych
czterech obrazów. Odpowiemy na nie w Twierdzeniu 2. Najpierw

.jednak potrzebujemy pewnej definicji oraz dwóch wlasnosci
sformulowanych jako Zadanie i Lemat (moze Czytelnik spróbuje

rozwiazac' Zadflnie, dowód Lematu jest dosc trudny).

Rownolegloboki P, Q nazywamy quasi-dualnymi, jezeli bokiP sa
równolegle do przekatnychQ oraz jezeli bokiQ sa rówflolegle do
przekatnych P.

- Zadanie. NiechP, Q beda równoleglobokami quasi-dualnymi.
Uzasadnic, ze stosunki dlugosci bokówP do równoleglych
przekatnych Q sa identyczne. Oznaczmy te stosunki przezp.

Wykazac, ze stosunki dlugosci bokówQ do przekatnych P sa
równe i wynoszaq = l/2p.

Rys. 2Rys. l
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<ys. 3

Oznaczmy przeza srodek równolegloboku P. Niech CI' Cl, C3,C4

beda punktami wspólnymi par prostych zawierajacych odpowiednio
odcinki: alb4 oraz albl, alb! oraz a3b3, a3bl oraz a4b4' a4b3
oraz al bl (zob. rys. 3). Poniewazal, bl, al, b2, a3, b3, a4, b4
sa kolejnymi punktami brzegu bryly C, wiec C jest zawarte
w sumie czworokatów aal CI al, aal C2a3, aa3 C3a4, aa4C4al.

Niech Hl bedzie jednokladnoscia o srodku c, i skalip, gdzie
i = l, Z, 3,4. PoniewazHl (b4) = al, HI (b2) = al, al allb4b3

oraz a2allblb3, wiec HI (C) pokrywa trójkat aalal' Niech x E C
bedzie punktem trójkataalalCI' Poniewaz HI (C) jest wypukle
i zawiera punkty al' al, HI (x), wiec zawiera tez trójkatal a2HI (x).

W szczególnoscix EHI (C). Czyli HI (C) zawiera te czesc C,
która lezy w czworokacieaal CI 02. Analogicznie, czesci wspólne
bryly C i czworokatów oa2C203, aa3C304, aa4C4alsa
podzbiorami zbiorówH2(C), H3(C), H4(C). Tak wiec C daje sie
pokryc czterema obrazami o skalip. Tym bardziej daje sie wiec
pokryc czterema swoimi jednokladnymi obrazami o skaliY2/Z.

Przypadek n = 3

Niech C c E3 bedzie bryla wypukla, ax jej punktem brzegowym.
Mówimy, ze plaszczyznan podpiera bryle Cw punkci x, jezeli
x E n i jezeli C zawiera sie calkowicie w jednej z domknietych
pólprzestrzeni wyznaczonych przezn. Jezeli tylko jedna
plaszczyzna podpiera C w punkciex, to nazywa sie on regularny.
Jezeli takich podpierajacych plaszczyzn jest wiecej, tox nazywamy
nieregularnym. Na przyklad wszelkie punkty krawedziowe, a w tym
wierzcholki, sa jedynymi nier.:gularnymi punktami wieloscianu
wypuklego. Wszystkie punkty brzegowe kuli sa regularne.
W 1960 roku Boltianski podal

Twierdzenie 3. Jezeli bryla wypukla Cc E3 ma na brzegu tylko
punkty regularne, toL(C) = 4.

Przystepny dowód tego twierdzenia mozna znaleZC
w popularnonaukowej ksiazeczce [l] ..Okazuje sie, ze podane
twierdzenie daje sie nieznacznie ulepszyc. Udowodniono, ze brzeg
C moze miec do czterech punktów nie regularnych i nadal
L(C) = 4.

Inny kierunek badan w celu znalezienia chociazby czesciowego

rozwiazania polega na rozwazaniu tylko srodkowo-symetrycznych

bryl wypuklych. Przy n = 3 dwa oszacowania wspomniane
w ostatniej czesci tego artykulu dajaL(C) ~ 148 orazL(C) ~ 64
dla dowolnej .srodkowo-symetrycznej bryly wypuklej Cc E3•

Ostatnio udalo sie uzyskac [3] ostateczny wynik w tym kierunku:

Twierdzenie 4. Dowolna srodkowo-symetryczna bryla wypukla
przestrzeni E3 daje sie pokryc osmioma swoimi jednokladnymi
obrazami.

Oczywiscie dla równolegloscianu K mamy L(K) = 8. Mozna
przypuszczac, ze dla dowolnej wypuklej bryly
srodkowo-symetrycznej Cc E3 róznej od równolegloscianu
bedzie L(C) ~ 6. Nawet przy dodatkowym zalozeniu, ze C jest
wieloscianem, nie udalo sie uzyskac odpowiedzi. Natomiast jest
ona pozytywna [6], gdy zalozymy srodkowa symetrie nie tylko
dla naszego wieloscianu, ale i jego scian (zob. tw. 5). Takie
wielosciany zwane sa zonotopami. Stosuje sie je w krystalografii.
Najprostszym przykladem zonotopu jest równolegloscian. Innym
przykladem jest dwunastoscian rombowy (rys. 4).

Twierdzenie 5. Dowolny, rózny od równolegloboku zono top
Z c E3 daje sie pokryc szescioma swoimi zmniejszonymi
obrazami jednokladnymi.

Rys: 4

Co wiadomo o pokryciu wE"?

Przypuszczenie Hadwigera zostalo potwierdzone tylko dla
pewnych klas bryl wypuklych. Klase taka stanowia bryly wypukle
majace co najwyzej Z"- l punktów nieregularnych na brzegu.
Wynika to z twierdzenia Boltianskiego, ZeL(C) ~ m+ I, jezeli C
ma na brzegu co najwyzejm punktów nieregularnych (zob. [I)).
Takze L(Z) ~ Z" dla dowolnego zonotopuZ c E", co pokazali

3
Boltianski i Soltan. Co wiecej,L(Z) ~ -' Z", jezeli Z c E" jest
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zonotopem róznym od równolegloscianu [6]. Dla dowolnej
srodkowo-symetrycznej bryly wypuklej Cc E" Rogers podal
oszacowanie L(C) ~ Z" (nlnn+nlnlnn+5n), a Lewin
i Piet uch in wykazali, zeL(C) ~ (n+ I)". Dowodów tych dwóch
oszacowan nie opublikowano.
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