
Klub 44

'~zolówka ligi zadaniowej "Klub 44 F"
po uwzglednieniu ocen rozwiazan"

zadan 31 /WTs1,65/ i 32 /'IIT-3,31/
z numeru 8/1986

Zadania z fizyki nr 43, 44

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

43. Bombe kalorymetryczna napelniono w temperaturze 18°C mieszanina tlenu i metanu pod
cisnieniem 1 MPa, przy czym cisnienia czastkowe obu gazów byly jednakowe. Po szczelnym
zamknieciu bomby wywolano w niej reakcje spalania metanu. Jakie cisnienib bedzie panowalo
w bombie po jej ostygnieciu do pierwotnej temperatury?

Termin nadsylania rozwiazan: 30 IV 1987

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji "Delty"

44. Wiadomo, ze hamowanie przez górne warstwy atmosfery wplywa na tory sztucznych satelitów
powodtijac ich stopniowe przyblizanie sie do powierzchni Ziemi, czemu - paradoksalnie -
towarzyszy wzrost predkosci. Przyjmujac, ze tor satelity ma ksztalt spirali o stalym kacie
pochylenia e (rysunek), wykazac, ze miedzy skladowa przyspieszenia w kierunku ruchuar

a sila oporów F zachodzi zwiazekmIlr = - F (m - masa satelity). Wyjasnic pozorna sprzecznosc
z druga zasada dynamiki.

Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numerun w terminie do konca miesiacan + 2. Szkice rozwiazan
zamieszczamy w numerzen+4. Mozna nadyslac rozwiazania czterech, trzech,. dwóch lub jednego zadania
(kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi przerwami. Rozwiazania zadan
z matematyki i z fiiyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach, umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M
lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali odO do I z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik
trudnosci danego zadania:WT = 4- 3SIN, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, aN-
liczbe osób, które nadeslaly. rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji
(M lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadyslajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie
i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem K1,!bu 44, a nadwyzka punktów jest
zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana .•
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 1/1987.
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Rozwiazania zadan z fizyki z numel1l 10/1986

Przypominamy tresc zadan:

polozenie belki jest polozeniem równowagi trwalej, chwiejnej czy obojetnej?
Czy rodzaj równowagi zalezy od wymiarów belki, a jezeli tak, to w jaki
sposób? Zakladamy, ze mi.edzy belka a walcem nie ma poslizgu.

35. Na unieruchomionym~ poziomym walcu o promieniuR znajduje si~
jednorodna, prostopadloscienna belka o dlugosci 1 i gruboscih, oparta
na walcu w srodku swej dlugoscii prostopadla do osi walca. Czy takie

36. Jak wyglada swiat nadwodny widziany z rybiej perspektywy? Podac
rozwartosc kata, pod jakim oko umieszczone na pewnej glebokosci pod
powierzchnia wody widzi swiat nadwodny i opisac ewentualne znieksztalcenia
obrazu.

35. Oznaczmy poczatkowy punkt podparcia belki (na srodku
podstawy) przezA. Po odchyleniu belki z pierwotnego polozenia
poziomego o maly kat(j styka sie ona z walcem w punkcieB
(rysunek). Wobec braku poslizgu zachodziAB = R(j. Oznaczajac
srodek ciezkosci belki przez S mamySA= h/2. Niechaj p bedzie
pionowa prosta przechodzaca przez punktA, a C i D -
odpowiednio rzutami prostopadlymi punktów S iB na te prosta.
Jak wynika z rysunku (Q oznacza sile ciezkosci belki), rodzaj
równowagi zalezy od wartosci stosunku dlugosci odcinków
SCi BD:

SC SAsin(j h tg(jk=-=----=--
BD BAcos(j 2R (j

Poniewaz dla katów(j dazacych do zera tg(j/ (j dazy do jednosci,
pozostajac jednak wieksze od jednosci, równowaga trwala
(k < 1) zachodzi dlah < 2R, natomiast dlah ~ 2R mamy
k > 1 i równowaga jest chwiejna. Jak widac, rozwiazanie nie
zalezy od dlugosci belki. •

36. Jakosciowy opis zjawiska wraz z rysunkami zawieraMala
Delta. Wartosc kata granicznegoa.,= 48°,5 oblicza sie na

1
podstawie prawa zalamania ze wzoru sina.,= -, gdzie n jestn

wspólczy~nikiem zalamania wody. W poblizu horyzontu dla
rosnacych katów padania swiatlaf3 tej samej odleglosci katowej
,1f3 odpowiadaja rózne, coraz mniejsze katy widzenia,10(:

,10( cosf3

,1f3 yn2-sin2f3

12



Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 10/1986

Przypominamy tresc zadan:
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Zadania z Dlatematyki nr 145, 146

Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

145. Rysunek 1 przedstawia siedmiokat, którego wszystkie boki
i przekatne pokolorowano trzema kolorami tak, ze zadne trzy
odcinki (boki lub.przekatne) tego samego koloru nie tworza
trójkata. Dac przyklad wielokata o wiekszej liczbie wierzcholków
(im wiecej, tym wyzsza ocena) z bokami i przekatnymi
pomalowanymi trzema kolorami, z zachowaniem powyzszego
warunku. Rozwiazania nalezy pisac w formie tabelki, jak na
rysunku 2. Kolory kodujemy symbolamiB, G, R; wierzcholki
wielokata - cyframi. W okienku na przecieciu wierszax i

kolumny y umieszczamy symbol koloru odcinka laczacego
wierzcholki x i y. (Tabeika z rysunku 2 opisuje siedmiokat
z rysunku 1.)

146. Rozwiazac (w liczbach rzeczywistychx, y) równanie

(x+y-1)z+x+y

(x-y-3)z+1

Zadanie 146 przyslal pan Piotr Jurczyszyn z Opola

137. Na sferze rozmie~zczono 1Q6punkttw. Dowies~, ze sa wsród nich
takie trzy, ze jeslix, y,: z oznaczaja odleglosci katowe miedzy tymi punktamT,
to liczby cos(l06X), cos(l06y), cos(l06Z)'a jednakowego znaku(+ i -, O)
i liczby sin(l06x). sin(106y), sin(1Q6z) sa jednakowego znaku.

n

138. Dowiesc, ze 1: [k'f41 = [n(n+ 2)(2nd)f241 dl.l n 1,2,3, ....
k=l

Pan Koza konczy drugie, a pan Rawlik

- trzecie okrazenie.

Czolówka ligi zadaniowej "Klub 44 M"
po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 133 /IIT=3,23/ i 134/vlT=2,28/
z numeru 8/1986

Zbigniew Koza - Jelenia G.
Tomasz Rawlik _ Gliwice

V~rek Prauza - Poraj

Jerzy Mikuta - Zielona G.

Henryk Mikolajczak - Walbrzych
Zbigniew ZauB - Kraków

45,08pkt
44,06pkt
43, 58pkt
42, 78pkt
40,63pkt
36,93pkt

137. Oznaczmykrótko:f(x) = cos(106X), g(x) = sin(106x) ..Jest dziewiec (a wlasciwie osiem)
mozliwych ukladów znaków pary liczb(f(x), g(x»: + +, + -, +0, - +, - -, -0,0+,0-,
00 (ostatni nalezy wykluczyc, bo sinus i cosinus nie moga byc jednoczesnie zerami). Ponumerujmy
dopuszczalne uklady cyfral1Ji od 1 do 8. Kazdej parze punktów sfery przyporzadkujmy jedna
z tych cyfr, w zaleznosci od tego, który uklad znakówprzyjmujaf(x);, g(x), gdzie x jest odlegloscia
katowa danych punktów. Nalezy udowodnic, ze istnieja w rozpatrywanym zbiorze trzy' punkty
a, b, c takie, ze parom {a, b}, {b, c}, {c, a} zostala przyporzadkowana ta sama cyfra.

-'"Lemat. Przyjmijmy n, = 2, nk:;;= knk_l + 1 dla k = 2,3, .... Ustalmy k; niech J bedzie zbiore!JI
k-elementowym i niechM bedzie dowolnym zbiorem majacym wiecej niznk elementów. Oznaczmy
przez X zbiór wszystkich (nieuporzadkowanych) par róznych elementów zbioruM. Przypuscmy,
ze dana jest funkcjarp:X -+ J. Wówczas istnieja elementya, b, c E M takie, ze parom {a, b},
{b, c}, {c, a} funkcja rp przyporzadkowuje ten sam element zbioruJ.

Z lematu natychmiast wynika teza zadania, wystarczy przyjack = 8, J = {l, ..., 8}. M = dany
zbiór punktów sfery; zalozenia lematu sa spelnione, bo ns= 109601 < 106. Pozostaje udowodnic
lemat. .'
Dowód lematu. Dlak = 1 teza jest oczywista. Ustalmyk > 1 i zalózmy prawdziwosc tezy
lematu dlak -1. Niech J, M, rp spelniaja zalozenia lematu. Wybierzmy dowolny elementmo E M
i wezmy pod uwage wszystkie pary{m, mo}, m E M, m =Fmo. Par tych jest tyle, ile elementów
w zbiorze M" {mo}, czyli co najmniej nk. Funkcja rp przyjmuje na tych parach kwartosci,
a poniewaz nk > knk_l' wiec co najmniej jedna z tych wartosci, p.9wiedzmyjo, jest przyjmowana
wiecej, niz nk_ I razy. Niech M' = {m E M: rp( {m, mo}) = jo}. Jesli sa w zbiorzeM' dwa
elementy m, imz takie, zerp( {m" mz}) = jo, to trójka mo, m, , mz spelnia warunek z tezy
lematu. Jesli w zbiorzeM' nie ma takich dwóch elementów, znaczy to, ze funkcjarp przyjmuje
na parach elementów zbioruM' wartosci ze ?:bioruJ' = J- Uo}. Zbiór J' ma k- l elementów,
a zbiór M' ma wiecej, niznk-I elementów. W mysl zalozenia indukcyjnego jest w zbiorzeM'
trójka elementów spelniajaca zadany warunek. Stad prawdziwosc tezy lematu dla danegok
i - przez indukcje - dla wszystkichk ~ 2.
UW.l.g3..Z3.da.nie m3. ch3.rakter czysto kombinatoryczny, cala tresc geometryczna jest nieistotna.
D.l.ne funkcje fi g moZn3. za.stapic dowolnymi innymi fun~cjami. Jesli nawet nie da sie wykluczyc
mozliwoscif(x) = O = g(x) (a wiec bedzie dziewiec ukladów par znaków), to i tak rozumowanie
pozostanie w mocy, bon9 = 986410.

138. Oznaczmy lewa i prawa strone dowodzonej równosci przezL. i p., a wyrazenie w nawiasach
kwadratowych po prawej stronie - przezR •. Zatem p. =' [R.l. Przyjmijmy dodatkowo Lo = O.
DIan = 2m mamy i

1 1 1
Rzm = - (2m)(2m+2)(4m-1) = - mZ(m+1)+ - m(m+ l)(m-1).24 . 2 6

!=44
Jest to liczba calkowita, a wiecPzm = Rz~. Latwo sprawdzamy, ze

Pzm+z-Pzm = Rzm+z-Rzm = 2m2+3m+1 = Lzm+z-Lzm,

a poniewaz Lo = P~ = O, zatem przez indukcjeLzm = Pzm dla wszystkich m. Mamy ponadto

Pzm+l-Pzm = [Rzm+,]-Rzm= [Rzm+I-Rzml = mZ+m = LZm+1-Lzm.

Stad Ln = P n dla wszystkich n.
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