Dobre wahadlo, czyli dobra geometria

Podstawowym elementem zegara jest i musi by¢ urzadzenie
zachowujace sig scisle okresowo. Dzi§ moze to by¢ krysztalek
kwarcu albo drgajaca sprezyna. W XVII wieku urzqgdzeniem
takim bylo wahadlo (dzi$ rowniez, cho¢ rzadko, spotykane).
Ale wahadtlo ,,takie zwykle™ ma przykra wlasnos¢ — okres

jego wahan zalezy od poczatkowego wychylenia, Powstal wiec
problem, czy mozna zbudowa¢ wahadlo bez tej wady. Udalo sig
to Christiaanowi Huygensowi (1629—1695). Wykorzystal

do tego celu cykloide — krzywa, jaka zakresla punkt okregu
toczacego si¢ po prostej. A Ze nie lubil powstajacej wiasnie
geometrii analitycznej i analizy, wiec uzywal w swoich badaniach
tylko bardzo prostej ,,zwyklej” geometrii.

Styczna do cykloidy

przechodzi zawsze przez najwyzszy punkt wyznaczajacego cykloide
okregu. Huygens dowiod! tego tak. Punkt na cykloidzie porusza
si¢ rownoczesnie ruchem jednostajnym po prostej i ruchem
jednostajnym po okregu. Poniewaz okrag sie toczy, a nie §lizga,
wigc szybkosci obu ruchow sg jednakowe (4B = AC). Aby
przekonac sig, Ze styczna (prosta o kierunku wypadkowej
predkosci) przechodzi przez punkt Z, wystarczy udowodnié,

7e ¥ BAZ = ¥ ZAC, bo ABDC jest rombem. Ale poniewaz
AP 1 OZ, wige trojkat AZP jest rownoramienny. Stad

¥ ZAC = ¥ ZAP = £ ZPA. Roéwnoczeénie £ ZPA = ¥ BAZ,
bo sz to katy wpisany i dopisany oparte na tej samej cieciwie 4Z.
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Cykloida jest tautochrona,

czyli krzywa, po ktorej kulka (punkt materialny) stacza sie

w najnizsze polozenie w takim samym czasie niezaleznie od tego,
w ktorym punkcie cykloidy jg polozymy. Oczywiscie tautochrong
jest cyk]_()ida polozona ,.do goéry nogamig.

Na takiej cykloidzie wyznaczonej przez okrag o promieniu r
potozmy kulke w punkcie na wysokosci H i pusémy. Po pewnym
czasie f kulka bedzie juz na wysokosci tylko A(t). Zauwazmy,

Ze nie tyle interesuje nas predko$é » kulki, co jej skladowa
pionowa z,. Wartos¢ tej skladowej mozemy obliczyé
wykorzystujac to, czego dowiedzielismy si¢ o stycznej do cykloidy
(lz| to dlugos$é¢ wektora o).
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bo w trojkacie prostokatnym ZAN jest AZ? = QZ - NZ.
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Genialny pomyst Huygensa (zastgpujacy uzycie rownan
rozniczkowych) polega na wyobrazeniu sobie drugiej kulki, ktéra
porusza si¢ po polokregu w ten sposob, ze stale jest na tej samej
wysokosci co kulka toczgca sig po cykloidzie. Warunek ten
oznacza, Ze dla kulki poruszajacej sie po polokregu z predkoscia
w skladowa pionowa w, tej predkosci jest stale taka sama jak ;.
Wyznaczmy w,
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bo A'M 1w, A’'S Lw, a w trojkacie prostokatnym KA’'L jest
A'M?* = KM+ ML.
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Poniewaz o, i w, sa rowne, wigc w szczegolnosei |o,| = [w)|.

Pozwala to wyliczy¢ |w| za pomoca |2|. Mamy bowiem

) 2V TH=IY - hD)
o ]/—2(7) = 0.l = Iyl = ] IL__&E‘M

czyli

H 1
Iw| = |2| —]/7
2 2r(H—h(1))

Wartos¢ |2| mozemy obliczyé z prawa zachowania energii
mechanicznej: strata energii potencjalnej przy przejsciu kulki
z wysokodci H na wysokos¢ A(t) jest réwna uzyskanej energii
kinetycznej
m!
mg(H—h(r)) == 2 5

czyli
lo| = V2 = y2g(H=h(®)).
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A wiec szybkoS¢ zastepezego ruchu po polokregu okazuje sig
stala! Latwo teraz obliczy¢ czas, w ktorym druga kulka’
przebiegnie polokrag

Stad

czyli rzeczywidcie czas ten nie zalezy od wysokosci, na jakiej
potozvlismy kulke. A tak samo jest dla rzeczywistego ruchu
po cykloidzie. -
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Ewolwenta, czyli rozwijanie nici

Przywro¢my cykloidzie norinalne polozenie i postawmy na jej
»wierzchotkach’ druga taka sama. Polézmy tez na cykloidzie
ni¢ zamocowang w ,,dziobku™ X i siggajaca akurat do
,»wierzcholka®™ ¥, a nastepnie rozwijajmy ni¢ z cykloidy stale ja
napinajac az do poloZenia pionowego. Okaze sig, Ze koniec nici
bedzie si¢ poruszal wlasnie po wyzszej cykloidzie (uczenie
mowigc: wyzsza cykloida jest jedna z ewolwent nizszej).
Sprawdzmy to.
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W tym celu musimy zajaé si¢ dlugosciami lukéw cykloidy

i okregu, ktory ja wyznacza. Ze sposobu powstawania cykloidy
wiemy, ze luk ZA’ gbrnego okregu ma dlugosé ¥Z — prawda?
Poniewaz X'X = 2nr, wiec YZ = X'N—ar. Ale tuk NZA
dolnego okregu ma d}ugos'si X’'N. Zatem dlugo$¢ uku ZA"

jest rowna diugosei luku ZA4. Czyli rzeczywiscie punkty A, Zi A’
leza na jednej prostej, co oznacza, ze koniec naciggnietej nici
(poruszajacy sig stale prostopadle do nici) przejdzie przez punkt
A" — dowolny punkt gornej cykloidy.

Zupelnie przy okazji obliczylismy dlugosé pelnego tuku cykloidy,
jest ona rowna 2XY’, czyli 8r, o§miu promieniom wyznaczajacego
cykloide okregu. :

A gdzie dobre wahadlo,

bo dobra geometria juz byla? Znéw obréémy cykloide do gory
nogami. Jesli pomig¢dzy dwoma lukami cykloidy wyznaczonej
przez okrag o promieniu r zawiesimy cigzarek na nitce o dlugodei
4 r, to bedzie si¢ on wahat ,,po cykloidzie”, a poniewaz cykloida
jest tautochrona, wiec okres jego wahari nie bedzie zalezal od
wychylenia — zawsze bedzie réwny
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Opracowal M. K.
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M 460. Obliczy¢ sin18°

Rozwigzanie na str. 5

M 461. Wykaza¢, ze dla dowolnych liczb a > 1, b > 1 zachodzi nier6wnos¢

Rozwiazanie na str. 10

M 462. Niech (:) bedzie wspolczynnikiem Newtona, . (:) =

a+b
loga

= loga+d b, W. Mnich
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Udowodnié, ze Z k (:) =271,

k=1

Rozwiazanie na str, 11
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Rozwigzanie na sfr. 5
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F 214. Wyobrazmy sobie kolejng wyprawe na Ksiezyc, nie mniej pechowa niz ekspedycja
Apollo 13. Po wyladowaniu na powierzchni Ksigzyca komputer pokladowy odmawia
postuszenistwa. W jaki spos6b astronauci mogg samodzielnie obliczy¢ warto§¢ predkoéci v,
z jaka musiatby wystartowac ladownik, aby polaczy¢ si¢ na orbicie ze statkiem-baza?
Statek-baza krazy po kolowej orbicie na wysokosci réwnej promieniowi Ksiezyca

Rx = 1700 km. Przyspieszenie swobodnego spadku gx na Ksiezycu wynosi okolo 1,7 m/s2.
Rozwigzanie na sfr. 11

F 215. Tej samej ekspedycji udalo si¢ dotrze¢ z powrotem na kolowa orbitg wokoél Ziemi,

na wysokosci & = 500 km. Aby zej$¢ na orbite, z ktérej mozliwe jest ladowanie, nalezy na
krotki czas wiaczy¢ silnik. Predkos¢ wylatujacych z dyszy silnika gazéw wynosi u = 10* m/s.
a) Jaka minimalna masa paliwa powinna zosta¢ uzyta do tego, aby po wlaczeniu hamujacego
silnika w punkcie 4 (patrz rysunek) trajektoria statku osiagala Ziemie w punkcie B?

b) Jaka mase paliwa nalezaloby zuzy¢, aby statek osiagnat Ziemie¢ w punkcie C, jesli wiaczony
na krétko silnik nada dodatkowy ped w kierunku centrum Ziemi? Masa statku wynosi

M = 12 ton. Przyspieszenie swobodnego spadku na powierzchni Ziemi g = 9,81 m/s?.



