Chirurgia

Wiéréd réznych przestrzeni, ktérych badaniem zajmuje sig
topologia, szczegblne miejsce zajmuja rozmaitosci, czyli
przestrzenie, ktérych kazdy punkt ma otoczenie homeomorficzne
z otwarta kula (dyskiem) w przestrzeni euklidesowej.

Sa one wazne z jednej strony dlatego, Ze pojawiaja si¢ w naturalny
sposob w wielu dzialach matematyki, a nawet poza nig (juz
Poincaré na przelomie XIX i XX wieku zaczal bada¢ rozmaitosci
pojawiajace si¢ w zagadnieniach mechaniki teoretycznej),

z drugiej za§ — poniewaz ich regularnos¢ w skali lokalnej

pozwala na formulowanie silnych twierdzen dotyczacych ich

MierstzeA

—
O
"

Rys. 2

dwa ofregi

Dr Krzysztof S. NOWINSKI

,.globalnego™ ksztaltu. Przykiadem takiego twierdzenia moze

by¢ klasyfikacja rozmaitodci dwuwymiarowych, czyli powierzchni:
dowodzi sig, ze kazda powierzchnia zwarta jest homeomorficzna
ze sfera, z ktorej wycigto pewng liczbe kot ,,zaklejajac™ powstale
dziury ,,rurkami”, czyli zbiorami homeomorficznymi

Z powierzchnig walca, lub wstegami Mobiusa. Liczba doklejanych
rurek i wsteg Mobiusa moze by¢ przy tym wyznaczona z pewnych
algebraicznych niezmiennikéw powierzchni.

Dwa zbiory 55 homeomorficzne, jesli istnieje wzajemnie jednoznaczna
funkeja ciggla z jednego na drugi i taka, #e funkcja do niej odwrotna tez
jest ciagia.

Rys. 1

Podobne twierdzenia, dajace klasyfikacje rozmaitosci wyiszego
wymiaru, sa znacznie trudniejsze i wymagaja dos$¢ wyrafinowanych
srodkow technicznych. Jedno z takich narzedzi, zwane

chirurgia, sprébujemy tu opisac.

W ogélnym przypadku chirurgia polega na tym, Ze

w n-wymiarowej rozmaitosci M wybieramy podzbior 4
homeomorficzny z iloczynem kartezjanskim p-wymiarowej sfery
8P i g+ 1-wymiarowej kuli D'*', przy czym p+g+1 = n.
Brzegiem zbioru A jest iloczyn S” x §% Usuwamy teraz z M
wnetrze zbioru A i wklejamy inny zbior B = D?*1x §7; brzegiem
B jest rowniez S” x 8%, a wzdiuz niego wlasnie kleimy. Otrzymana
w ten sposdb nowa rozmaitosé M nazywamy wynikiem chirurgii
typu (p, q).

A oto kilka prostych przykladéw. Gdy M jest okregiem, musi
byé p = g = 0; pamigtajmy, ze S°, czyli brzeg odcinka D'
to po prostu dwa punkty.

Gdy M jest powierzchnia (n = 2), mamy juz wigcej swobody: oto przyklady chirurgii typu (1,0) i (0,1) dokonanych na sfcrze

dwie sfery

torus
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trzech chirurgii typu (1,0) na torusie,
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Zauwazmy tutaj, ze w pewnych przypadkach dwie chirurgie moga
by¢ wzajemnie odwrotne: chirurgig typu (0,1) zrobiliSmy ze sfery
torus — rysunek 4, gdy chirurgia typu (1,0) z rysunku 5 lub 6
robi z torusa sferg.

Znacznie trudniej wyobrazi¢ sobie chirurgie na rozmaitosciach
trojwymiarowych. Juz najprostszy przyklad takiej rozmaitosci —
sfera §* — nie daje si¢ narysowac bezposrednio. Warto jednale
przypomnieé sobie znany z kartografii rzut stereograficzny, dzigki
ktoremu na plaszczyznie mozna przedstawi¢ mapg sfery bez
jednego punktu. Rysujac analogiczny rzut okregu na prosta

mozna sobie wyobrazié, ze przechodzac do wymiaru 3 otrzymamy
rzut sfery trojwymiarowej bez punktu na tréjwymiarowa przestrzen.

A Rys. 9

Najciekawszym przykiadem chirurgii trojwymiarowej jest chirurgia
typu (1,1). Zbiorem A bedzie (pelny) torus §* x D? przedstawiony
na rysunku 10. Czym jest jego dopelnienie (zbiér zakreskowany:
na rysunku 10, przedstawiajacym sfere trojwymiarowsq w rzucie
stereograficznym, a wiec przestrzen R*)? Okazuje sig, o czym

Rys. 10 sprobujemy si¢ przekonaé, ze otrzymamy znowu pelny torus.




Pomoze nam w tym nastepny rysunek przedstawiajacy analogie naszej konstrukcji w przypadku dwuwymiarowym.
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Jedyna trudnos$cia jest wyobrazenie sobie, co powstanie

z zakreskowanej czgsci sfery dwuwymiarowej z rysunku 12, gdy
zaczniemy ja ,,obracaé”. Gdy jednak zauwazymy, ze ,,obracamy”™
zbiér homeomorficzny z powierzchnia walcowa, przy czym jeden
jej rownoleznik pozostaje ustalony (jest to przecigcie sfery

z plaszczyzng 7), mozemy narysowaé torus wypelniony rodzing
powierzchni stozkowych (w szczegbinych przypadkach bedzie

to powierzchnia walcowa i pierscieni kolowy, majace wspolny
okrag). .
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Pozostaje juz tylko opis drugiego stadium chirurgii: do torusa

T = §3(5" x D*) musimy dokleié¢ znowu torus B = D*x S'.

Tym razem doklejenie wyglada tak, ze utozsamiamy punkt

z powierzchni torusa T z jego lustrzanym odbiciem na powierzchni-
B. W rezultacie z dwoch zakreskowanych na rysunku 14 kot
sklejamy jedng dwuwymiarowa sfere; sklejenie takie odbywa sie
nad kazdym punktem okregu bedacego ,,rdzeniem” torusa —
otrzymujemy ostatecznie iloczyn kartezjanski M= S'x 82
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Rys. IS

Opisana tu chirurgia typu (1,1) ma pewnga szczegblng ceche:
usuwany torus A4 i wklejany torus B sa homeomorficzne. Roimica
miedzy rozmaitoscia M i M polega na rénych sposobach
sklejania — r6znych utozsamieniach powierzchni torusa z nig
samg. Gdy jeszcze dodamy mozliwoé¢ réznego polozeria A

w sferze §° (moég! on by¢ np. zawigzany w wezel), otrzymamy
wielka réznorodnoéé mozliwych chirurgii, zwanych chirurgiami
Dehna. Stanowia one bardzo precyzyjne, cho¢ trudne w uzyciu
narzedzie do badania rozmaitosci tréjwymiarowych, uzywane
m.in. w ostatnio przedsiewzigtej przez Anglika Rourke

i Portugalczyka Régo préobie dowodu znanej od 87 lat hipotezy
Poincarégo.

W Delcie nr 8/1986 inf: walimy o udowodnieniu liczgcej p d 80 lat
hipotezy Poincarégo. Dowdd okazal sig bardzo trudny i do chwili obecnej
nie ma pewnodci, czy jest on poprawny.

Warto moze jeszcze przedstawi¢ ogdlng idee wykorzystania
chirurgii. Uzywamy jej do ,,upodobniania do siebie”” zadanej
pary rozmaitosci. Wyobrazmy sobie na przyklad, ze z sumy precla
i sfery przedstawionej na rysunku 15 pragniemy zrobié torus.
Zauwazamy przede wszystkim, ze na M znajda si¢ dwa punkty,
ktorych nie potrafimy potaczy¢ tukiem. Dwa punkty to jednak
59, a ich otoczenie to S° x D?, a wiec mozna przeprowadzié
chirurgie, ktorej wynikiem jest spojna juz rozmaito§¢ M; —

czyli precel.

Rys. 16

Precel ten rézni si¢ jednak jeszeze od torusa: mamy na nim
cztery petle (zbiory homeomorficzne z okregami), przecinajace
sie w pojedynczych punktach i fakie, kiérych nie mozna $ciggnac
do punktu ni¢ opuszczajac przy tym powierzchni. Na torusie
petli takich mozna znalez dwie (rys. 16). Wybieramy wiec
jedna z dwoch ,,zbvtecznych” petelek, bierzemy jej otoczenie —
tym razem ma ono postaé¢ S* x D' i wykonujemy chirurgie. Jej
wynikiem jest torus.

W ogdinym przypadku historia komplikuje si¢ nieco, mozna
jednak efektywnie wyznaczy¢ pewien obiekt algebraiczny — tzw.
przeszkode do chirurgii stanowigca pewne kryterium rozroznienia,
a wigc klasyfikacii. W rezultacie topologiczne zagadnienie
poréwnania dwoch rozmaitodci sprowadza si¢ do problemu
wyliczenia pewnego elementu pewnej grupy — a to jest wlasnie
celem rachunkéw znanych pod nazwa topologii algebraicznej.



