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Rozwigzanie zadania M 458, Wystarczy
zauwazyt, ze pole katdego rzutu
prostopadlodcianu jest dwukrotnie wigksze
od pela rzutu troykata ABC (jak na
rg_rsunku}. Wobec tego pole jest
maksymaine, gdy plaszczvzna, na ktorej
lezy tréjkyt, jest rownblegla do plasrczyzoy
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Zmiara kolejnodei sumowania jest
dopuszczalna, bo sumowane wyrazy sg
nicuiemne.

O liczbie osi symetrii wielokata

Dr hab. Edmund PUCZYLOWSKI

Rozwazajac wielokaty o niewielkiej liczbie bokow fatwo spostrzec, Ze liczba osi symetrii, jesli
tylko jest niezerowa, dzieli liczbg bokow. Czy jest to prawda ogolna? Tak, i to wlasnie chcemy
udowodnic.

Niech wige dany bedzie n-kat W i niech I bedzie zbiorem jego izometrii. Zauwazmy, ze
1°jeslifgel,tofegelorazf~tel;

2° dowolna izometria przeprowadza wierzcholki na wierzcholki, przy czym wierzcholki sgsiednie
przechodza na sasiednie. Co wigcej, izometria jest wyznaczona jednoznacznie przez wartosci

na dowolnej ustalonej parze wierzcholkow sasiednich, tzn. jesli f, g €  oraz Py, P, sa
wierzcholkami sgsiednimi i f(P;) = g(P,) oraz f(P;) = g(P;), to f = g.

Z 27 wynika, ze zbior [ mozna utozsamiac z pewnym zbiorem przeksztalcen zbioru
wierzchotkow W. To w szczegolnosci oznacza, ze zbior [ jest skonczony.

Powiemy, ze sasiednie wierzcholki P, P; sg kolejne, gdy obiegajgc brzeg W w kierunkuguchu
wskazowek zegara po przejsciu przez P, napotykamy jako nastgpny wierzcholek P,. Mowimy,

_ze f e I zachowuje orientacje, gdy f(P,), f(P.) sa kolejne, o ile tylko P, P, sg kolejne. Nietrudno

spostrzec, ze powyzsza definicja jest poprawna, tzn, nie zalezy od wyboru pary kolejnych
wierzchotkow.

Oznaczmy przez Z zbior izometrii zachowujgcych orientacjg; a przez S zbior pozostalych
izometrii. Zauwazmye Ze
3¢ i) przeksztalcenie tozsamosciowe id nalezy do Z; ¥
jeslif,geZ,tofegeZorazf'eZ;
iijeslifeZigeS, tofopeS;
ivijeslif,ge S, tofogeZ
Moze sie zdarzyc, ze zbior S jest pusty. Jesli jednak zbior ten nie jest pusty, to ma on tyle samo

elementow co zbior Z. Zalézmy bowiem, ze 5 € 5. Wowezas na podstawie 3° iii) mamy fo s €8
dla fe Z. Przy tymjeSlifi os = os,t0fi = (fios)os ' = (fzo8) o5 = fi. Kazdemu

~ wiegc elementowi f € Z przyporzadkowujemy dokladnie jeden element /o 5 € S, Jesli jednak

51 € S, to na podstawie 3% ii) i 3° iv) mamy s, o s € Z. Teraz (s; o5 ') s 5 = 5, . W wyniku
opisangj operacji kazdy element z S zostal przyporzadkowany pewnemu elementowi zbioru Z.
Zbiory Z i S majg wigc tyle samo elementow.

Oczywiscie dowolna symetria nalezy do 5. Odwrotnie: jesli s € S, to dla pewnego wierzcholka
P mamy s(P) # P. Nietrudno teraz spostrzec, ze s jest symetria wzgledem symetralnej odcinka
Ps(P). W efekcie, jesli tylko W ma jakas os symetrii, to ich liczba jest rowna liczbie elementéw
zbioru Z. Zajmijmy si¢ wiec dokladniejszym zbadaniem tega zbioru,

Zauwazmy, ze

4° dowolna izometria z Z jest wyznaczona przez dowolny ustalony wierzcholek W. Dokladniej,
jesli P jest wierzcholkiem i dla pewnych f, g € Z mamy f(P) = g(P), to f = 2.

5% jesli fe Z, a P, Q sa dowolnymi wierzcholkami, to f(P) jest k-tym liczac od P w kierunku
ruchu wskazowek zegara wierzcholkiem wtedy i tylko wtedy, gdy f(Q) jest k-tym wierzcholkiem®

* liczac od O w tym samym kierunku. Liczba k zalezy wige tylko od f. Oznaczmy ja /(f).

(Przyjmujemy tutaj, ze /(f) jest liczbg dodatnia, a wigc I(id) = n. )

67 przeksztalcenie f, dla ktorego /(f) przyjmuje wartos¢ minimalna, mozna scharakteryzowac
w ten sposob, ze przy przejsciu od dowolnego wierzchotka P do f(P) zgodnie z ruchem
wskazowek zegara nie napotykamy dla zadnego g € Z wierzcholka g(P).

Z opisanych wiasnosci zbioru Z wynika, ze elementy tego zbioru mozna ustawi¢ w ciag
f=fi.fzs ..o, fr = id w taki sposob, ze I(f}) < I(f2) < ... < I(f,) = n. Poniewaz dla dowolnego
1 < i < r—1 i dowolnego wierzcholka P, przechodzac od f;(P) do f;, (P) zgodnie z ruchem
wskazOwek zegara, dla zadnego g € Z nie napotykamy wierzchotka g(P) oraz

(fizr ofTDfA(P)) = fi+1(P), wiec na podstawie 6° wnioskujemy, ze fi; 1 ofi! = f. Zatem
fi=fofo..ofdlal <i<rorazl(f) =i I(f).
——

i razy

W szczegolnosci n = I(f,) = r- I(f). Oznacza to, ze liczba elementéw zbioru Z, a wigc'i liczba
symetrii W, jesli nie jest rowna zeru, to dzieli n.
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