
Niech wiec dany bedzie n-katW i niech l bedzie zbiorem jego izometrii. Zauwazmy, ze
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Rozwazajac wielokaty o niewielkiej liczbie boków latwo spostrzec, ze liczba osi symetrii, jesli
tylko jest niezerowa, dzieli liczbe boków, Czy jest to prawda ogólna ?-Tak, i to wlasnie chcemy
udowodnic.
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Rozwi~zanie zadania M 457. Uzyjemy
dwumianu Newtona. Z jednej strony
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OSI symetrii wielokata

1° jeslif,gEl, tofogElorazf-l El;

ze dowolna izometria przeprowadza wierzcholki na wierzcholki, przy czym wierzcholki sasiednie
przechodza na sasiednie. Co wiecej, izometria jest wyznaczona jednoznacznie przez wartosci
na dowolnej ustalonej parze wierzcholków sasiednich, tzn. jeslif, g E l oraz P l, Pz sa
wierzcholkami sasiednimiif(Pl) = g(Pl) orazf(Pz) = g(Pz), to f = g.

Z 2° wynika, ze zbiórl mozna utozsamiac z pewnym zbiorem przeksztalcen zbioru
wierzcholków W.To w szczególnosci oznacza, ze zbiórl jest skonczony.

Powiemy, ze sasiednie wierzcholkiPl, P2 sa kolejne, gdy obiegajac brzegW w kierunku.ruchu
wskazówek zegara po przejsciu przezPl napotykamy jako nastepny wierzcholekPz. Mówimy,

, zef E l zachowuje oIientacje, gdyf(Pl)'!(Pz) sa kolejne; o ile tylkoPl, Pz sa kolejne. Nietrudno
spostrzec, ze powyzsza definicja jest poprawna, tzn. nie zalezy od wyboru pary kolejnych
wierzcholków.

Rozwiazanie zadania M 458. Wystarczy

zauwazyc, ze pole kazdego rzutu

prostopadloscianu jest dwukrotnie wieksze

od pela rzutu trójkata ABC (jak na

rysunku). Wobec tego poje jest

maksymalne, gdy plaszczyzna, na której

lezy trójkat, jest równolegla do plaszczyzny
rzutu.

Oznaczmy przezZ zbiór izometrii zachowujacych orientacje: a przezSzbiór pozostalych
izometrii. Zauwazm)4- ze

3° i) przeks'ztalcenie tozsamoscioweid nalezy doZ;

ii) jesli f, g E Z, to f og E Z orazf-l EZ;
iii) jesli f E Z i g E S, to f o g E S;
iv) jesli f, g E S, to f og E Z.
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Rozwiazanie zadania 1\1 459,
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Zmiana kolejnosci sumowania jest

dopuszczalna, bo sumowane wyrazy sa
nieujernne.

Moze sie zdarzyc, ze zbiórSjest pusty. Jesli jednak zbiór ten nie jest pusty, to ma on tyle samo
elementów co zbiórZ. Zalózmy bowiem, zes E S. Wówczas na podl;tawie 3° iii) mamyf o s E S
dlafE Z: Przy tymjeslifl o S = fz o s, tOfl = Ul o s) o S-l = U2 o s) o S-l = fz. Kazdemu
wiec elementowi f E Z przyporzadkowujemy dokladnie jeden elementf o s E S. Jesli jednak
Sl ES, to na podstawie 3° ii) i 3° iv) mamy SlO S-l EZ. Teraz (Slo S-l) oS = Sl' W wyniku
opisanej operacji kazdy element zSzostal przyporzadkowany pewnemu elementowi zbioruZ.
Zbiory Z i Smaja wiec tyle samo elementów,

Oczywiscie dowolna symetria nalezy doS, Odwrotnie: jesli s E S, to dla pewnego wierzcholka
P mamy s(P) i'- P. Nietrudno teraz spostrzec, ze sjest symetria wzgledem symetralnej odcinka
Ps(P). W efekcie, jesli tylko W ma jakas os symetrii, to ich liczba jest równa liczbie elementów
zbioru Z. Zajmijmy sie wiec dokladniejszym zbadaniem tego zbioru.

Zauwazmy, ze

4° dowoln;l izometria zZ jest wyznaczona przez dowolny ustalony wierzcholekW.Dokladniej,
jesli P jest wierzcholkiem i dla pewnychf, g E Z mamy f(P) = g(P), to f = g.

5° jesli fE Z, a P, Q sa dowolnymi wierzcholkami, tof(P) jest k-tym liczac od P w kierunku
ruchu wskazówek zegara wierzcholkiem wtedy i tylko wtedy, gdyf(Q) jest k-tym wierzcholkiem'
liczac od Q w tym samym kierunku. Liczbak zalezy wiec tylko odf Oznaczmy ja lej).

(Przyjmujemy tutaj, zel(f) jest liczba dodatnia, a wiecl(id) = n. )

6° prze~sztalcenief, dla którego l(j) przyjmuje wartosc minimalna, mozna scharakteryzowac
w ten sposób, ze przy przejsciu od dowolnego wierzcholkaP do f(P) zgodnie z ruchem
wskazówek zegara nie napotykamy dla zadnegog E Z wierzcholka g(P).

Z opisanych wlasnosci zbioruZ wynika, ze elementy tego zbioru mozna ustawic w ciag
f = fl ,/Z, ... ,fr = id w taki sposób, zelUl) < lUz) < ... < 1(/,) = n. Poniewaz dla dowolnego
1 ~ i ~r-l i dowolnego wierzcholka P, przechodzac odfi (P) do fa l (P) zgodnie z ruchem
wskazówek zegara, dla zadnegog E Z nie napotykamy wierzcholkag(P) oraz
UiH Ofi-l) (j,(P» = fi+l(P), wiec na podstawie 6° wnioskujemy,zefi+ l 0fi-l = f Zatem

fi =fofo ... ofdla 1 ~ i ~ r oraz lU i) = i·l(f).

i razy

W szczególnosci n = l(fr) = r' l(f). Oznacza to, ze liczba elementów zbioruZ, a wiec'i liczba
symetrii W,jesli nie jest równa zeru, to dzielin,
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