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Przyrównujac oba wyrazenia nay dostajemy ostatecznie wzór na rozmiar strefy oddzialywania
planety
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b. Opis heliocentryczny (rys. 2).
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Podstawiwszy dane liczbowe stwierdzamy, ze strefa oddzialywania Ziemi rozciaga sie do
odleglosci co najmniej 800 tys. km, a wiec Ksiezyc jest stale wewnatrz niej. Oddychamy z ulga -

Ksiezyc rzeczywiscie jest satelita Ziemi. To samo zreszta dotyczy satelitów innych planet. Pojecie
strefy oddzialywania mialo dawniej duze znaczenie praktyczne, np. przy numerycznym sledzeniu
ruchu komet zblizajacych sie do Jowisza. Przy obliczeniach recznych cenne byly wszelkie chwyty
usprawniajace rachunki. Okreslenie strefy oddzialywania dawalo obiektywna wskazówke,
w którym momencie formalnie heliocentryczny ruch komety staje sie jowicentrycznym
i odwrotnie, czyli kiedy nalezy zmienic procedure rachunkowa. Obecnie, kiedy z zastosowaniem
k~mputera mozna sledzic ruch komety scisle w kazdej chwili, nie ma to praktycznego
znaczenia - pozostalo nadal znaczenie poznawcze.

Moment bezwladnosci w geometrii

Radoslaw SZMYTKO WSKI

Pojecie momentu bezwladnosci zostalo wprowadzone do fizyki przez Eulera, gdy ten podawal
równania ruchu bryly sztywnej. Od tej pory udowodniono wiele wlasnosci momentu, np.
twierdzenie Steinera, twierdzenie o osiach prostopadlych, wlasnosc nierównosci trójkata i inne.
Okazalo sie równiez, ze pojecie momentu bezwladnosci moze byc przydatne przy rozwiazywaniu
problemów geometrycznych. Przedstawimy tu kilka zastosowan do figur plaskich. Pierwsze z nich
dotyczy

Twierdzenia o siecznych przechodzacych przez srodek ciezkosci trójkata:

Jezeli przez srodek ciezkosci trójkata przeprowadzona jest prosta, to suma odleglosci od tej
prostej dwóch wierz9holków trójkata, znajdujacych sie po jednej stronie, równa jest odleglosci
trzeciego wierzcholka od tej prostej.

Dowód. Zarówno w tym dowodzie, jak i w nastepnych bedziemy korzystali z nastepujacego
faktu, który latwo udowodnic: srodek ciezkosci trójkata pokrywa sie ze srodkiem ciezkosci
figury zlozonej z trzech punktów materialnych o równych masach umieszczonych w wierzcholkach
tego trójkata.

Moment bezwladnosci wyzej opisanego ukladu punktów materialnych wzgledem osiK
przechodzacej przez srodek ciezkosci tego ukladu i lezacej w plaszczyznie trójkata jest dany
wzorem

gdzie a, b, c sa odleglosciami odpowiednich"wierzcholków od osiK, a m - suma mas (rys. 1).
Moment bezwladnosci wzgledem osi równoleglej doK iprzechodzacej przez punktA jest dany
wzorem JA = J 0+ ma2. Z drugiej strony
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Podobnie, wykorzystujac wlasnosci momentu bezwladnosci mozna udowodnic nastepujace

Twierdzenie Leibniza:

Suma kwadratów odleglosci dowolnego punktuP od wierzcholków trójkata równa jest sumie
kwadratów odleglosci wierzcholków od srodka ciezkosci trójkatai potrojonego kwadratu
odleglosci punktu P od srodka ciezkosci (rys. 2).A
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ile enerbPjj zaabsorbuje powierzchnia rakiety.
musimy obliczyc zdolnosc absorpcyjna
zewnetrzn.ej powierzchni. Zdolnosc
absorpcyjna .A jest stosunkiem energii
absorbowanej z padajacego promieniowania
do energii calkowitej tego promieniowania.
Na podstawie wzoru Stefana-Boltzmanna
calkowita zdolnosc emisyjnaE,••, tzn. ilosc
energii wypromieniowanej przez jednostke
powierzchni w ciagu i s dla danej
temperatury jest równa:

E,m = AaT4, stad A = E,m/(a· TO),

gdzie a jest stala Stefana-Boltzmanna równa
5,67' 10-8 W/m-2 K-o. Na podstawie
danych otrzymujemyA = 0,88. Energia
absorbowana Eabs ~ AE. która oswietla
powierzchnie P = vts, musi byc co najmniej
równa ilosci ciepla potrzebnej na stopienie
masy m= pPh metalu o gestosci p.
Otrzymujemy stad energie
wypromieniowana przez laser

E = I!Utsh cw(T. - n,
A

gdzie efekty przewodnictwa ciepla zostaly
pominiete. Przyjmujac dane dla stali
p = 7700 kg/m3, Cw = 460 J/(kg' K),
T. = l8oo°C otrzymujemy E ;; 512000 J.

Dowód. Ponownie zastepujemy trójkat trzema masami,m/3 kazda, umieszczonymi w jego
wierzcholkach. Moment bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez punktP i prostopadlej
do ~laszczyzny trójkata jest równy

gdzie PA, PB, PCsa odpowiednio odleglosciami punktuP od wierzcholków A, B, C trójkata.
Z drugiej strony, na mocy twierdzenia Steinera, moment ten jest równy

Jp = Ja+m' paz,

gdzie Ja - moment bezwladnosci wzgledem osi równoleglej do poprzednio rozwazanej
i przechodzacej przez srodek ciezkosciO trójkata, aPO - odleglosc od punktuP do punktu O.
Przy~ównujac oba wyrazenia naJp i uwzgledniajac, ze

gdzie a, b, c sa odpowiednio odleglosciami wierzcholkówA, B, C od punktu O, otrzymamy

m m

3" (PAZ+PBz+ PCZ)= 3" (az+bz+cZ)+m' paz,I

skad natychmiast wynika teza twierdzenia.

Czytelnikowi proponujemy, aby korzystajac z wlasnosci momentu bezwladnosci rozwiazal
nastepujace

Problemy:
l) udowodnic, ze suma kwadratów srodkowych trójkata jest równa 3/4 sumy kwadratów boków,
2) znalezc dlugosci srodkowych trójkata majac dane dlugosci jego boków,
3) znalezc odleglosc srodka okregu opisanego na trójkacie od srodka ciezkosci tego trójkata.

Oczywiscie, moment bezwladnosci mozna wykorzystac nie tylko do dowodzenia wlasnosci
trójkata. Ilustruje to nastepujacy przyklad.

Problem.
Pokazac, ze dla cienkiego pierscienia w ksztalcie elipsy o masiem i duzej pólosi a zachodzi

2Llm,.l,=m·a,i
gdzie Llm, - masa nieskonczenie malego elementu pierscienia odleglego oI, od jednego z ognisk
elipsy.

Rozwiazanie. Momenty bezwladnosci wzgledem osi przechodzacych przez ogniskaF1 i Pz
(rys. 3), prostopadlych do plaszczyzny rysunku, sa oczywiscie równe:

(3) 2 Llm,·lt = 2Llm,'k't,
i i

gdzie Llmt - jak wyzej, 1" kt - odpowiednio odleglosci tego elementu od ogniskF1 i Fz.
Korzystajac z nastepujacej wlasnosci elipsyk,+l, = 2a i podstawiajac to do (3) mamy

2 Llm, 'lf = 2 Llml(2a-l,)Z,
i i

Uwaga. WlasnoSC powyzsza mozna tez udowodnic nie korzystajac wcale z pojecia momentu
bezwladnosci. Jak?

Czytelnikowi zainteresowanemu opisywanym tutaj zagadnieniem polecamy artykul w radzieckim
czasopismie Kwant 7/1984 pod tym samym tytulem co ten. Mozna tam znalezc wiele innych
geometrycznych twierdzen uzyskanych uzyta tu metoda.Rys. 3
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