Rys. 2

b. Opis heliocentryczny (rys. 2).
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Przyréwnujac oba wyrazenia na y dostajemy ostatecznie wzor na rozmiar strefy oddzialywania
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Podstawiwszy dane liczbowe stwierdzamy, Ze strefa oddzialywania Ziemi rozciaga sie do
odleglosci co najmniej 800 tys. km, a wiec Ksigzyc jest stale wewnatrz niej. Oddychamy z ulga —
Ksiezyc rzeczywiscie jest satelita Ziemi. To samo zreszta dotyczy satelitow innych planet. Pojecie
strefy oddzialywania mialo dawniej duze znaczenie praktyczne, np. przy numerycznym $ledzeniu
ruchu komet zblizajacych si¢ do Jowisza. Przy obliczeniach recznych cenne byly wszelkie chwyty
usprawniajace rachunki. Okreélenie strefy oddzialywania dawalo obiektywna wskazowke,

w ktorym momencie formalnie heliocentryczny ruch komety staje si¢ jowicentrycznym

i odwrotnie, czyli kiedy nalezy zmieni¢ procedure rachunkowg. Obecnie, kiedy z zastosowaniem
komputera mozna Sledzi¢ ruch komety $cisle w kazdej chwili, nie ma to praktycznego

znaczenia — pozostalo nadal znaczenie poznawcze.

Moment bezwladnosSci w geometrii

Radoslaw SZMYTKOWSKI

Pojecie momentu bezwladnosci zostato wprowadzone do fizyki przez Eulera, gdy ten podawal
rownania ruchu bryly sztywnej. Od tej pory udowodniono wiele wiasnosci momentu, np.
twierdzenie Steinera, twierdzenie o osiach prostopadtych, wlasno$¢ nieréwnosei trojkata i inne.
Okazalo sig rowniez, 7e pojecie momentu bezwladnosci moze by¢é przydatne przy rozwiazywaniu
problemow geometrycznych. Przedstawimy tu kilka zastosowan do figur plaskich. Pierwsze z nich
dotyezy

Twierdzenia o siecznych przechodzacych przez Srodek ciezkosci trojkata:

Jezeli przez $rodek cigzkosci trojkata przeprowadzona jest prosta, to suma odleglosci od tej
prostej dwoch wierzcholkow trojkata, znajdujacych sig po jednej stronie, rowna jest odlegiosci
trzeciego wierzcholka od tej prostej.

Dowod. Zarébwno w tym dowodzie, jak i w nastepnych bedziemy korzystali z nastepujacego
faktu, ktory latwo udowodnié: srodek cigzkosci trojkata pokrywa sie ze srodkiem cigzkosci

figury zlozonej z trzech punktéw materialnych o rownych masach umieszczonych w wierzchotkach
tego trojkata.

Moment bezwladnoséci wyzej opisanego ukladu punktow materialnych wzglegdem osi K
przechodzacej przez srodek cigzkosci tego uktadu i lezacej w plaszezyZnie trdjkata jest dany
wzorem

) Tk -Zl(a=+62+c=),

gdzie a, b, c sg odleglosciami odpowiednich wierzchotkoéw od osi K, a m — suma mas (rys. 1).
Moment bezwladnosci wzglgdem osi réwnoleglej do K i przechodzacej przez punkt A jest dany
wzorem J4 = Jo+ma®. Z drugiej strony
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czyli Jo = ?m(a3+ b%+c?)— —3—ma2+ —gma(b—c),
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Rozwigzanie zadania F 212. Aby obliczyé,
ile energii zaabsorbuje powierzchnia rakiety,
musimy obliczyé zdolnoéé absorpcyjng
rewnglrznej powierzchni. Zdolnosé
absorpcyjna A jest stosunkiem energ_n
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energii wypromieniowanej przez jednostke
powierzchni w ciggu 1 s dla danej
temperatury jest rowna:

Eem = AaT4, stqd A = Eemf(o: T4),

gdzie o jest stalg Swefana-Boltzmanna réwna
5,67-10-®% W/m—? K-* Na podstawic
danych otrzymujemy 4 = 0,88. Energia
absorbowana Egss = AE, ktéra oswietla
powierzchnig P = vis, musi byé co najmniej
rowna iloici ciepla potrzebnej na stopienie
masy m = gPh metalu o gestosci e.
Otrzymujemy stad energie

wypromicniowang przez laser
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gdzie efekty przewodnictwa ciepla zostaly
pominigte. Przyimujgc dane dia stali

¢ = 7700 kg/m?, cw = 460 J/(kg - K),

Tx = 1800°C otrzymujemy E =~ 512000 J.

Rys. 3

skad %m’—;—m(b—c) =0

oraz ate=b c.b.d.o.
Podobnie, wykorzystujac whasno$ci momentu bezwladnosci mozna udowodnié nastepujace
Twierdzenie Leibniza:

Suma kwadratow odleglosci dowolnego punktu P od wierzcholkéw tréjkata rowna jest sumie
kwadratow odleglosci wierzchotkow od $rodka cigzkosci trojkata i potrojonego kwadratu
odleglosci punktu P od srodka ciezkosci (rys. 2).

Dowoéd. Ponownie zastgpujemy trojkat trzema masami, m/3 kazda, umleszczonyml w jego
wierzcholkach. Moment bezwladnosci wzgledem osi przechodzacej przez punkt P i prostopadle_l
do plaszczyzny trojkata jest rowny

m
Jp = T(PA1+P81+PC2).
gdzie PA, PB, PC sa odpowiednio odleglosciami punktu P od wierzcholkow A, B, C trojkata.
Z drugiej strony, na mocy twierdzenia Steinera, moment ten jest rowny
Jp = Jro+M‘ PO’,
gdzie Jo — moment bezwladnosci wzgledem osi rownoleglej do poprzednio rozwazanej

i przechodzacej przez srodek cigzkosci O trojkata, a PO — odlegloé¢ od punktu P do punktu O.
Przyréwnujac oba wyrazenia na Jp i uwzgledniajac, ze

T ; (@ +b*+¢),
gdzie a, b, ¢ s3 odpowiednio odleglo$ciami wierzcholkéw A, B, C od punktu O, otrzymamy
m F m
T (PA*+ PB*+ PC?) = = (@+b*+c*)+m: PO?,
skad natychmiast wynika teza twierdzenia.

Czytelnikowi proponujemy, aby korzystajac z wlasno§ci momentu bezwladnosci rozwiazal
nastepujace

Problemy:

1) udowodni¢, ze suma kwadratow Srodkowych trojkata jest rowna 3/4 sumy kwadratow bokow,
2) znalez¢ dlugosci srodkowych trojkata majac dane dlugosci jego bokow,

3) znalez¢ odleglos¢ srodka okregu opisanego na trojkacie od Srodka cigzkosci tego trojkata.

Oczywiscie, moment bezwladnosci mozna wykorzysta¢ nie tylko do dowodzenia wiasnosci
trojkata. Ilustruje to nastepujacy przyklad.

Problem.
Pokaza¢, 7e dla cienkiego pierscienia w ksztalcie elipsy o masie m i duzej polosi a zachodzi

24m;-1;= m-a,
i

gdzie Am; —

masa nieskorniczenie malego elementu pierscienia odleglego o /; od jednego z ognisk
elipsy.

Rozwigzanie. Momenty bezwladnosci wzgledem osi przechodzacych przez ogniska F, i F;
(rys. 3), prostopadlych do plaszczyzny rysunku, sa oczywiscie rowne:

) de: * ff = 2 Amy - kf.
i i

gdzie Am; — jak wyzej, l;, ki — odpowiednio odleglodci tego elementu od ognisk F; i F;.
Korzystajac z nast¢pujacej wlasnosci elipsy ki+/; = 2a i podstawiajgc to do (3) mamy

D Am- 1t = 3 Amf(2a—1)?,
i i

co po przeksztalceniu daje
4m- a* = da- Z/_imt-h
i

(IEE Amy = m)

i ostatecznie
4) de;*!,=rrl'a.
i
Uwaga. Wiasno$¢ powyzsza mozna tez udowodnié nie korzystajac weale z pojecia momentu
bezwladnosci. Jak? ¢
Czytelnikowi zainteresowanemu opisywanym tutaj zagadnieniem polecamy artykul w radzieckim

czasopi$mie Kwant 7/1984 pod tym samym tytulem co ten. Mozna tam znaleZ¢ wiele innych
geometrycznych twierdzen uzyskanych uzytg tu metods.
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