Pora na doroczne omodwienie ligi-zadaniowej. Po podsumowaniu
punktdéw za zadania z matematyki z numerow < 4/1986

Klub 44 M liczyl 42 czlonkow. Dwie osoby, ktére przekroczyly
sume 44 po ocenieniu zadan z numeru 3, ,,zaokraglity”’ te liczbg
do 44. A wiec mamy jubileusz!

Jak co roku, drukujemy obszerniejsza tabele ligowa.

W nastgpnych miesiacych bedziemy znéw podawac tylko Scisia
czolowke (6—8 nazwisk). Zaprzestaniemy jednak podawania
nazwisk tych uczestnikow, ktorzy osiagnawszy stan konta bliski
44 punktow zatrzymali si¢ i przestali przysyla¢ rozwiazania.
Przyjmiemy zasadg, ze nazwisko uczestnika moze by¢ wymienione
w czolowce z nie zmieniona suma punktow co najwyzej
trzykrotnie. Nastgpny raz ukaze si¢ dopiero wtedy, gdy wykona
ruch w gore. Jedynie w noworocznym omowieniu bedziemy
stale oglaszaé obszerng czolowke (okolo 60 nazwisk)

w komplecie.

Korzystamy z okazji, by zwrocic sie do Czytelnikow z prosba

0 opinie na temat zadan ligowych, ich trudnosci i tematyki —
czego brakuje, a czego jest, by¢ moze, za duzo — i o wszelkie
uwagi dotyczace ligi zadaniowej. Prosimy przy tym,

by ewentualne uwagi tego typu byly pisane na oddzielnych
kartkach (nie razem z rozwiazaniami zadan), a takze oddzielnie
od innej korespondencji kierowanej do redakcji Delty.
Uczestnikow startujacych jednocze$nie w lidze M i F prosimy
ponadto o przysylanie wszelkiej korespondencji (rozwiazan,
propozycji, uwag) dla M i F w oddzielnych kopertach.

1 jeszcze jedna prosba. Choé¢ nie jest to wymagane regulaminem,
milo nam, gdy uczestnik ligi, czy to w momencie rozpoczgcia
swego udzialu, czy to po jakim$ okresie startow, decyduje sie
napisa¢ pare stow o sobie (wiek, zawod, praca, inne dane, ktére
moga by¢ interesujace). Zdecydowanie natomiast wymagamy,
by kazde rozwigzanie bylo podpisane imieniem i nazwiskiem.
Gdy ktos chee poznaé swoje oceny (patrz omowienie sprzed roku),
powinien nam przysta¢ kartkg pocztowa (oddzielna dla M i F),
ofrankowang i zaadresowang do siebie, ze sporzadzona tabelka
z umieszezonymi w jej rubrykach numerami zadan i z pustymi
okienkami do wpisania ocen.

PrzejdZzmy do zadari z matematyki z ubieglego roku. -

W nielicznych tylko przypadkach udalo si¢ uczestnikom znalezé
rozwigzania wyraznie zgrabniejsze od naszych, i to glownie

w zadaniach najlatwiejszych (z czego by wynikalo, ze my mamy
sklonnos¢ do zbednego komplikowania rzeczy prostych...).

Za to nierzadko byly znajdowane interesujgce uogolnienia.

Jak co roku, przedstawiamy szkice ciekawszych rozwiazan

i uogdlnien oraz odnotowujemy zadania, ktore zostaly rozwigzane
prawidlowo przez niewielka liczbe uczestnikow. Brak komeniarza
przy informacji o rozwiazaniach oznacza, Ze nie odbiegajg one
w istotny sposob prostota ani ogdlnodcia od rozwigzan
podanych przez nas.

Zadunie 109 [Wielomiany o wspOlczynnikach + 1 i pierwistkach wylgcznie
rzeczywistych) (WT = 3,33) rozwiazali poprawnie tylko M. Mazur,

A. Pawlowski, T. Szymczyk, P. Figurny, P. Jedrzejewicz, Z, Koza,

D. Kurpiel.

Zadanie 111 [Zbior wypukly ograniczony w R3, nie bedgcy kula, ktérego
brieg ma w kaidym punkcie plaszozyzne styczng i przez ktérego kazdy
punkt przechodzi Srednical (WT = 1,60). Preyklad (taki sam, jak

w rozwigzaniu w Delcie) skonstruowali: M. Galecki, J. Janowicz, Z. Koza
(z dowodem) oraz J. Ciach, T. Jozefczyk, K. Kowalkowski (bez dowodu).
Ponadto T. Rawlik dal dobry przyklad: koto(!) —sprytnie wykorzystujac
* przeoczenie w sformulowaniu tredci (brak #adania, by zbidr miat

niepuste wnetrze),
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Zadanie 117 [Dla czworoiciandw 4, 4; 454, opisanych na kuli XK(0O, 1),
O4y = ... = OAy, inf 04 = 71 (WT = 3,31). Tylke D. Kurpiel, K. Serbin,
T. Szymczyk, M., Galecki, M. Mazur, J. Uryga, Z. Galias, 1. Janowicz,
P. Jedrzejewicz.
Zadanie 114 [ay > 0,xa = (@3 ...an)'™, 0= 1,2, ... = Gy oo FaOgem =
= (n+m)Xnpm—nxa]l (WT = 2,18) ma bardzo proste rozwigzanie,
znalezione przez wielu uczestnikdw:

. 1

+m

(xntaps 4 ... Fapam) = (XPan,y ... anypm) = Xpim.

ntm
Zadanie 118 [x,, ..., x,eR, pe N nieparzyste = aid pak=ioe (Exll’)’vi
(WT = 1,15). Komentarz jak wyzej; natychmiastowy dowdd z nierdwnosci

Schwarza (Fuivi)* € Y uix o] zastosowanej do liczh wi = x{Pt1) i,
o= x}n—l)il_

Zadanie 122 [AN— R, Iun j(xJER. Flxy) = fx)+ (), gdy

NWD{x, ¥ = 1; wymal:zyc !] (WT = 2,02). Sytuacja, jak w poprzednich
dwéch zadaniach. Krétkie rozwiazanie: ustalmy x & N i niech (pp) bedzie
ciggiem wszystkich liczb pierwszych > x; wiedy flxpn) = f()+/(pn)

i w granicy g = f(x)+g, skad f= 0.

Zadanie 124 [u, v, w wektory o dlugodei | = ktoryé z wektordw +uto+w
ma dlugosé¢ = 1] (WT = 2,75) zostalo rozwigzane poprawnie przez ponad
20 uczestnikéw. Wyrdzniamy za urode i orygi §¢ dwa rozwig 4

T (P. Jedrzejewicz). Sformulowanie réwnowaine: Dane 3 proste przechodzace
przez wspdlny punkt O = istnieja punkty 4, B, C, _po ]ednym na kazdej

z tych prostych, takie, z2e 04 = OB = 0C = 1, IOA+OB+ OC‘] £ 1
Pomijamy przypadek trywialny, gdy dwie (lub trzy) proste pokrywaja sie.
Rozbijamy kaida prosta na dwie pélproste (o poczatku O) i obieramy
punkty 4, B, C na ,,co drugiej” z powstalych szefciu pélprostych, Trojkat
ABC jest wowczas ostrokatny. O jest érodkiem kola opisanego =

= 0A+0B+0C = OT:J", gdzie H — ortocentrum tréjkata ABC. Waobec
ostrokatnodci, H € intdBC = OH < 1.

II (M. Galecki). Mozemy przyjaé, ze v # +w. Niech u = O5. Korice
wektorow w+ov+w sa wierzcholkami rombu o boku 2 i $rodku 8§ & m,

gdzie @ = o(0, 1). Nalezy dowiesé, Zze jeden z wierzcholkéw lezy w kole K
ogranjczonym okregiem «. Pélprosta SO™ przecina brzeg rombu w punkcie
P e K. Niech P lezy na boku AR i niech proste SA, SB przecinaja @

(poza punktem §) w punktach E, F (w razie stycznosci, £E = 8 lub F = §).
Poniewaz SA4)SB, punkty E i F sa koncami srednicy okregu w. Odcinek
AB przecina pblprosta SO, wiec 4 € SE™ Be SF* i z réwnoici AB = 2 = EF
wnosimy, 2¢ A € SE lub Be SF. Stad 4K lub Be K,

Zadanie 125 [Cykliczne uporzadk go zbioru ciggdéw skoticzonych
z relacja bliskodei] (WT = 2,94). Dwanascie dobrych rozwigzan. S. Solecki
znalazl takie uogdlnienic: Niech

nie |

Z=Z(my, coomn) = {(x1, %) e {Lye,mel i=1, n);

ciagi (x1, ..., Xn), Vi, ..o, ¥a) 53 bliskie e Flxg—yi| =

y uporzgdke zbioru Z, przy ktérym sasiednie ciggi
s3 bliskie, jest rownowaine alternatywie warunkdw: a) Imye {m,n+1),
b) istnieja i,j € {1, ..., n}, { #j, takie, z& my jest parzyste, a my > 1.

[
Cy¥K

Zadanie 128 [Istnienie p punkidéw (p — liczba pierwsza) bez trojki
wspdélliniowej w zbiorze {(x,»):x, ¥ e {1, ...,p}}] (WT = 13,16) rozwigzali
poprawnie: A. Bonk, P. Jedrzejewicz, M. Mazur, H. Mikolaijczak, J. Mikuata,
Z. Surduka, Z. Koza. W jedoym z listéw znalezliSmy nawet dowdd tezy
bez zalozenia, z& p jest liczbg pierwszy, niestety, nicpoprawny, A szkoda;
nie wiadomo bowiem, czy w tej ogblnoici twierdzenie zachodzi — jest to
otwarty problem. (tzw. no-three-in-line problem). Jesli przez Min)
oznaczymy maksymalng liczbe punktéw bez trajki- wspdlliniowej

w kwadracie kratowym nxn, & przez N(n, M) — liczbe réinych
rozmieszczed M takich punktdw, to zgodnie z teza zadania M(n) = n, gdy
n jest liczba pierwsza (spostrzeienie pochodzace od P. Erdosa). Jednak —
poza oczywistym oszacowaniem M(n) = 2n — nic wigeej nie wiadomo

o zachowaniu wielkosci M(n) dla duzych n, mimo Ze eksperymentalnie
stwierdzono w przyblizeniu wykiadniczy wzrost wielkodci Nim, 2n) dla n
niezbyt wielkich! (zob. artykul R, K. Guya w ksigzce Combinatorial
Mathematics and Its Applications, Acad. Press, Londun, New York 1971
str. 124 —cyt. za p. J. Celem, ktory gadanie zaproponowal).

Zadanie 129 [Czy w szesciokgcie wypukiym o polu S musi istnieé
przekalna odcinajaca tréjkat o polu = §/67 = S/67] (WT = 3,18). Tylko
P. Jedrzejewicz, D, Kurpiel, J. Uryga, J. Klisowski, P, Kumor, Z, Galias.



Zadanie 130 [inf (m=1"4n-1im) = 2 (WT = 1,71). Duio poprawnych
m,neN
rozwigzan. Dwa ciekawe uogdlnienia:

1 (P. Jedrzejewicz).  ipf (x?+y*) = 1. Dowéd z nieréwnosei migdzy

x,»6(0,1]
$rednig arytmetyczng wazong i srednig geometryczng wazona
(Faquu = [T dla wyycoosin > 0, g1y egn = 0, Dgi = 1):
14y -1 1\* =1
v ([ e ()
x »nl -
1 -1 1 -1
B[r-—-ﬂl—y]'l) +(x-—--+(l—x]-1) > 1.
& :7 i

I1 (J. Kaja). Niech 4 = (1, &), sup4d = o, keN,

k k
Z= {_Z'I((_Z'Im)—nu)-“'J:ﬁn. cevap€ A}
j=l" =

WowezasinfZ = 1. Dowéd z uvogdlnionej nierdwnosci Bernoulliego
((I +x)t = l+tx dla x = 0,1 > 1) przez podstawienie 1 = ay,

=aj H( Xa;) ﬂj—l). i=1,..,n, proste przeksztalcenie i zsumowanie
powslaiych nierdwnosci.

Zadanie 132 [(,?Hau)k < Iji'zi‘a'f;tau >0,i<nj<i] (WT=171)
4

bylo rozwiazywane na wiele sposobdw: tak, jak w Delcie, badz przez
indukeje (po k, po m), indukcie wsteczng (k — 2k, k —= k—1), pracowite
wymnazanie sum, wreszcie stosowanie znanych nierdwnoéci (Jensena,
Hildera). Przytoczona w omdwieniu zadania 130 nierdwnodé migdzy
$rednimi waonymi postuiyla M. Mazurowi (ktdry zresziy to zadanie
zaproponowal) i R, Mitraszewskiemu do uzyskania uogdlnienia w postaci

.?{;Iau < [T(X a3 dia aiy > 0, g1 > 0, Xlfgy =
F i

dla k = 2 nieréwnosé- ta redukuje sie do zwyklej nierdwnosci Hildera
(a nierdwnos$¢ wyjsciowa — do nierdéwnosci Schwarza).

Zainicjowana przed dwoma laty liga fizyczna zdazyla sig juz

na dobre zadomowi¢ na famach Delty i okrzepnac. Przez pierwsze
poltora roku jej istnienia uczestniczylo w niej ponad 120 osob,
jest tez juz pierwszy cztonek Klubu 44 w tej konkurencji.

Wiérdd uczestnikow (ktorzy zechcieli sie blizej przedstawic) tak jak
przed rokiem przewazaja uczniowie i studenci. Spory wzrost
liczby nadsytanych prac nastapil po wydrukowaniu w numerze
1/1986 omoOwienia poczatkow dziatalnosci oraz pierwszej tabeli
ligowej. Liczymy na podobne skutki nbccnego kolejnego
podsumowania.

Lektura nadsylanych rozwiazan sklania nas do zamieszczenia
paru, zdawaloby si¢ oczywistych, rad:

1. Na gotowe rozwigzanie zadania powinno sie spojrze¢ krytycznie,

" by stwierdzi¢, czy na pewno wynik ma sens fizyczny (np.
moglismy pomyli¢ sie w przeksztalceniach).
2. Wyznaczane wielkosci ,,liczbowe™ nalezy podawac
z dokladnoscig odpowiadajaca dokladnosei zastosowanej metody
oraz uzytych danych wyjéciowych (w tresci zadan podajemy je
zwykle z dokladnoscia do dwdch miejsc znaczacych, taka sama
dokladnoé¢ proponujemy stosowaé podczas korzystania z tablic).
Pamigtajmy o jednostkach!

A teraz omdwienie wybranych zadan.

Zadanie 11 [Wy. ie masy pr u zawieszonego wewngtrz gablotki]
(WT = 2,63). Wszysey rozwiazojacy podali (przynajmniej obok innych metod)
metody wykorzystujgee drgania przedmiotu na sprefynie, ewentualnie drgania
calej gablotki, zawieszonej na sprezynic o znanej stalej sprezystosci (jak
podali P. Figurny i T. Rawlik, uklad ten ma dwie cz¢stodci rezonansowe).
MNaijladniejsze rozwigzanie podal M. Semla: gablotke z przedmiotem
wprawionym w drgania pionowe o amplitudzie 4 stawiamy na szybko
reagujace) wadze i odczytujemy amplitode wahan cigzaru F, stgd znajdujemy
stalg spregystodcl zawieszenia przedmiotu k = F/A. Znajgc dodatkowo okres
drgan pmdm:alu T wyznaczamy jego mas¢ jako

kT4 T3F

4n2 4n34
Zadanie 15 [Petla z izolowanego przewodu w zanikajacym peolu
magnetycznym] (WT = 3,10). Rozwigzania zblizone do naszego nadestali
W, Bartz, M. Semla, L. Szalast, P. Zawadzki. W rozwiazaniu opublikowanym
w numerze 2[1986 powinno sig dla poprawnosci toku rozumowania umiescic
migdzy punktami P i 5§ opornik, odpowiadajacy izolacji dzielgcej dwa
przewody w miejscu ich styku, Dzigki duzej wartofci oporu nie bgdzie on
wplywal na wystgpujace w petli napigcia i prady, jego umieszczenie
spowoduje natomiast.'b: omawiane obwody przyjma posta¢ dwdch
zamknigtych oczek. Jest to o tyle waine, e sita elekiromotoryczna indukuje
sie w obwodach zamknigtych (chociazby przerwa iskrowa); dla obwodu
nie zamknigtego strumien indulk yezne] nie jest okreslony.
W omawianym rozwigzaniu przyjeto za promienie okregdw podane w tresci
zadania wartosci §rednic. Wplynelo to na koncowe wartoscl napigé, nie
zmieniajgc jednak osta » wniosku,

Zadanie 17 [Przesuwanie po podioiu preta z gérnym koficem mocowanym
w wigzach prostoliniowych] (WT = 1,65) pomimo niskiej wartosei WT
nastreczalo powazne trudnosei. Swiadezy o tym mala liczba nadestanych
rozwiazan oraz fakt, ze niektérzy czolowi uczestnicy ligi mieli wiele trudnosci
2 poprawnym rozlozeniem wszystkich sil i sformulowaniem warunkow, kidre
sily musza spelniac, Ou'zymallsmy nawet list od Czytelnika wytykajacy nam
rzekomy blad w rozwi ym w numerze 3/1986. Rozwigzanie
to jednak, jedli tvlko nie liczyé pewnych niedokladnosci rysu.nkow.

Jjest poprawne.

Zadanie 21 [Elekiryczna czarna skrzynka] (WT = 1,96) zostalo przez kilku
uczestnikdw (R. Pluta, J. Stelmach, T. Wicczorek) rozwigzane z uzyciem
#rédet pradowyeh. Niestety, tylko jedno z nich (T. Wieczorka) bylo
satysfakcjonujace. Mniej wiecej w polowie nuadestanych rozwigzan
zastosowano uklad ,,gwiazdy™.

Zadanie 22 [Przelewanie cieczy lewarem] (WT = 3,81) okazalo sig
najtrudniejsze w minionym roku. Tylko J. Osada zwrdcil uwage na rolg
ciénienia pary nasyconej cieczy, natomiast opory przeplywu jako jedyny
uwzglednii J. Stelmach.

Zadanie 26 [Pocisk wystrzelony z Ksiezycal (WT = 2,27). Dz, Lipniacki
rozpatrywal ruch pocisku w nieinercialnym ukladzie zwigzanym z, Ziemig

i Ksigzycem, co znacznie komplikuje problem. Przy okazji peprawiamy

bledy liczbowe, ktore wystapily w naszym rozwigzaniu (Delra 7/1986):
najwigksza odlegloié, na ktéry moie pocisk oddalié si¢ od powierzchni Ksigzyca,
wynosi 1/5R, a przyciaganie ziemskie jest na calym torze pocisku

co najmniej 400 razy ieisze od przyel Ksigzyea.

Zadanie 29 [Ruch klocka pod wplywem dzialania spreiyny i tarcia]
(WT = 1,70). W wigkszotei nadeslanych rozwigzan (m.in. P. Miloszewski,
J. Osada, L. Szalast, P, Wach) wykorzystano zasade zachowania energil:
p'rzyréwnuiqc prace wykonang na pokonanie sily tarcia W = fmgs(f—
wspolezynnik tarcia, m — masa klocka, g — przyspieszenie ziemskie,

¥ — szukane przesunigeie klocka) do roznicy energii sprezyny w pozycii

5 A 1 1 B
pierwotnej i koncowej AE = ?k(U —x?) (x — odksztaleenie sprezyny
w koficowym potozeniu klocka) otrzymuje sie

i’:g) dlaL:E—nm'zs:OdlaLs-{T—g—

s=2(L— 2

Kilku vczestnikéw (A. Gluza, Dz. Lipniacki, J. Sobof) rozwigzywato
rownanie ruchu klocka, co bylo metods bardzo pracochlonng.

J. Lipkowski stwierdzil, ze ruch klocka jest typowym ruchem

harmonicznym tlumionym, jak rozpatrywany w podrecznikach.

Dokladnie to tak nie jest: w naszym przypadku sila tarcia jest niezalezna

od predkosci i ruch migdzy zatrzymaniami klocka ma charakter taki, jak bez
tlumienia, natomiast kolejne ruchy klocka majs skokowo malejgcq amplitude
i rozne ,,punkiy réwnowagi” (patrz rysunek).

Rozwigzanie zblizone do naszego (Delta 9/1986) nadestal jedynie

M. Wiojcicki, ktéry podal jedng ciekawg de wykorzystujgca

fakt, #¢ drzialajacs na klocek wypadkowa sila w momencie pierwszego
zatrzymania (4cisle: graniczna wartosé sily, odpowiadajgca zatrzymaniu sig
klocka) jest rowna co do wartodei wypadkowej sile dzialajacej na klocek
ruszajacy z polozenia startowego | ma przeciwny do niej ziak.

Nalezy jeszcze zwrdcié uwage, ze doéé powszechnie przyjmowano sile tarcia
statycznego w przypadku klocke nieruchomego jako rowna 7' = fmg,
niezaleznie od wartodci sily dzialania sprezyny na klocek F, Tymaczasem

dla fmg = F zachodzi T = F. inaczej sita tarcia spowodowataby ruch klocka!
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Klub 44

Lista uczestnikéw ligi
zadaniowej Kiub 44 M

po uwzelednieniu ocen rozwigZan
zadad 131 (WT = 2,000 i 132 (WT = 1,7])

Zbigniew Galins — Krakow 45,62
Robert Mitraszewski — Wroclaw 45,19
Marian Roman — Elk 1—43,09
Zbigniew Koza — Jelenia Giéra 1—43,03
Andrzej Sudal — Nowy Sgcz 42,56
Tomasz Rawlik — Gliwice 2—41,48
Marek Prauza — Poraj 1—41,30
Jerzy Mikuta — Ziglona Godra 1—40,50
Grzegorz Kué — Krakow 39,93
Henryk Mikolajeczak — Walbrzych 39,26
Zbigniew Zaus — Krakow 36,93
Michal Marczak — Radom 36,56
Wojciech Krzyzanski— Zywiec 34,45
Edward QOrzechowski— Warszawa 23431
Artur Smolczyk — Tarnow Op. 1—33,68
Stawomir Solecki- — Ostréow Wikp.1—33,35
Jerzy Tyszkiewicz — Warszawa 33,28
Zygmunt Bartkowski— Warszawa 32,93
Mariusz Lopusiewicz— Legnica 32,15
Mirostaw Mikucki — Augustdw 31,67
Piotr Figurny — Lubartow 1—31,39
Krzysztof Jakubczak — Kudowa Zdréj 31,00
Dariusz Kowalczyk — Warszawa 29,81
Krzysztof Jedziniak — Katowice 1—29,49
Wihadyslaw Wasiak — Torun 28,92
Jaroslaw Kaczyfiski — Starogard Gd. 28,31
Stanislaw Dorosz =~ — Krakow 28,06
Maciej Gluszek — Wroclaw 27.85
Janusz Prajs — Opole 27,57

Jan Ciach — Ostrowiee Sw.1—27,21

Tomasz Komorowski— Swidnik 226,82
Tadeusz Jozelcayk — Ponan 1—26,60
Jerzy Cislo — Wroclaw 26,56
Radoslaw Zapert — Kielee 26,51
Krzysztof Zygan — Lubin 24,98
Adam Stadler — Razeszow 24,94
Zbigniew Krylow — Sopot 24,93
Mirostaw Matlega — Skoczow 24,82
Karol Jachacy — Tluszcz 24,67
Tomasz Maslowski — Torun 24,40
Krzysztof Trautman — Warszawa 1—24,31
Jerzy Malopolski — Krakow 1—24.23
Adam Wyrwa — N. Wisnicz. 1—23,43
Lech Bartlomiejeczyk — Gliwice = 22,50
Ryszard Pagacz — Zawadzkie 2—22,16
Malgorzata Czernia- — Gdansk 1—20,54
kowska -

Diierzystaw Lipniacki — Lublin 20,07
Jozef Siwy —Eaziska G. 1—19,73
Pawel Kaminski — Warszawa 4—19,58
Piotr Wach — Katowice 19,03
Piotr Jedrzejewicz — Torun 1—19,00
Jerzy Janowicz — Bolestawiee 5—18,76
Adam Ruszel — Krosno 18,72

Legenda (przykiadowo): stan konta 5—18,76
oznacza, e uczestnik juz pigciokrotnie
zdobyl 44 punkty, a w kolejnej (sz6stej)
rundzie ma 18,76 p.

Zestawienie obejmuje wazystkich uczestnikdw,
ktorzy zgromadzili co najmniej 18 punktow.
Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycanie) (cyfra w nawiasie wskazuje,
ile razy uczestnik przekroczyl barierg

44 punktdw): Z. Bartold (2), T. Biegatiski
(1), A. Bonk (1), W. Boratyfiski (1),

M. Fiszer (1), M. Galecki (5), A, Gluza

(1), D. Kurpiel (1), J. Mandziuk (1),

M. Mazur (2), R. Mazurek (1),

J. Milczarek (1), W. Olszewski (1),

A Pawlowski (3), K. Serbin (2),

D. Sowizdrzal (3), T. Szymezyk (1),

W. Szymczyk (1), J. Uryga (4), K. Witek (1).

Regulamin

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki, Wydzial Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakeja
miesigcznika Delta organizoja *konkurs — lige zadaniowa pod nazwg Kiub 44,

2. Liga ma charakter cigely. Zadania konkursowe sg oglasrane w miesigczniku Delta, po 4 zadania w kazdym
numerze: 2 z matematyki i 2 z fizyki, z dwumiesicczna preerwa (nr 6 i 7 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze byé kazdy,

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwigzywaniu zadar konkursowych i przesylaniu opracowanych rozwigzan
do Redakcji Delty. Aby zostaé uczestnikiem, wystarczy przeslad rozwiazanie choéby jednego zadania.

5. Moment przystgpieniz do ligi mo#na wybraé dowolnie. Nie ma koniecznodei rozwigzywanin zadan z kazdego
miesigea.

6, Rozwigzania zadan z numeru n nalezy nadsylaé do korca miesigea n+2 (dodawanie modulo 12, np. termin
nadsylania rozwiazan zadan z nr 11/1987 uplywa 31 stycznia 1988). W numerze n+4 podane sa szkicowe
rozwigzania,

7. Rozwigzanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru i podpisane. Uczniowie
proszent 53 0 podanie klasy, studenci — roku i uczelni. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy
przysyla¢ w oddzielnych kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Kiub 44 F,

8. Prace powinny byé samodzieine. Serie rozwiazan jednobrzmigcych nie beda brane pod uwage.

9. Rozwigzanie kazdego zadania jest oceniane w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Przy ocenie jest
brana pod uwage nie tylko poprawnosé merytoryczna i rachunkowa, lecz takze pomyslowoéé\ metody

i elegancja rozwigzania.

10. Kazde zadanie otrzymuje wspélczynnik trudnosci ustalany po uplywie terminu nadsylania rozwigzaf.
Wspdlczynnik ten jest liczba miedzy | a 4 lang wedlug nastepujacej zasady: jezeli N oznacza liczbe osdb,
kiore nadesialy rozwi cholby jednego zadania z danego numeru, w danej konkurencii (matematyka

lub fizyka), a § oznacza sumg ocen uzyskanych przez wszystkich uczestnikéw za dane zadanie, wowezas
otrzymuje ono wspdlczynnik trudnosci WT = 4-38/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacii
ligowej liczbe punktéw rowna iloczynowi uzyskanej oceny przez wspolczynnik trudnodei (z zaokragleniem

do dwdch miejse po przecinku). g

11. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwi ia [ oinych zadan (obliczone wedlug podanej
wyzej zasady) sa ielnie dla t tyki i dla fizyki. Z chwilg osiagniecia sumy 44 punktdw -
w jednej z tych dziedzin uczestnik staje sie czlonkiem Klubu 44.

12. Po zgromadzeniu 44 punkiéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) moina w dalszym ciggu braé udzial

w konkursie ligowym. Nadwyzka punktow ponad wartoié 44 zostaje zaliczona na poczet ponownego
uczestnictwa w lidze.

13. Trzykroine uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 daje tytul Weterana Klubu 44,

14. Czolowka listy ligowej jest eczniku Delra. t

15. Czlonkowie Klubu 44 beds zapraszani na spotkania Klubu 44, ktére beds organizowane w Warszawie

raz do roku.

16, Organizatorzy zastrzegajg sobie wylgczne prawo interpretacji | moinosé zmian Regulaminu.

ane, odd
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Zadania z matematyki nr 143, 144 Redaguje dr Marcin E. KUCZMA

V3 1-44

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 9/1986

143. We wnetrzu kwadratu rozmieszczono w dowolny
sposob skoriczong liczbe rozlacznych kot domknietych
(o roznych promieniach). Udowodni¢, ze mozna ten
kwadrat podzieli¢ na wielokaty wypukie o rozigcznych
wnetrzach tak, by we wnetrzu kazdego wlelokata
znalazio si¢ dokladme jedno z koh

144. Dowiesé, 7e rownanie 1987y = 14+ x+ x>+ x>+ *
nie ma rozwiazan w liczbach wymiernych x, y.

~ Zadanie 144 przystal pan Jarostaw Cel z Lodzi.

Przypominamy tres¢ zadan:

135, Okrgei K i L s wpisane w ramiona kata o wierzchotku . Trzeci okrgg jest styczny zewnetrznie do K i L
w punktach- P i 0. Dowiesé, #e punkty O, P, 0 sa wspolliniowe.

136. Udowodni¢, ze iloczyn dowolnych czterech kolejnych a) liczh naturainych, b) liczb parzystych,
c) liczb nieparzystych — modna przedstawié na dwa réine sposoby jako rdinice kwadratéw dwéch liczh
naturalnych.

135. Niech 0,, O;, r;, r> ozniczaja odpowiednio $rodki i promienie okregow K i L; przez
Os, r; oznaczmy $rodek i promien trzeciego okrggu, Jednokiadno$c o srodku O i skali ry/ry
przeprowadza okrag K na okrag L; stad proporcja 00,:00, = ra:ry. Punkty P i Q leza na
bokach 0,05 i 050, trojkata 0,05 0;, a punkt O Ie;ry na przediuzeniu boku O, O;.

0,P 050 OO_.rl rs r

2
Z rownosci ——— = — «—.— = 1 na mocy twierdzenia Menelausa
0, QOz 00, r3 ra n

wynika wspolliniowos¢ punktow P, Qi O.

136. Dla dowolnych liczb @, b, x, yidlag = +1 zachcdzi rownosc
(ab+ e‘xy)2 —(bx+eay)® = (@—x)(a+x)(b—y)(b+y).

Gdy g, b, x, y sa liczbami naluralrlyml otrzymujemy przedstawmmc iloczynu po prawe_] stronie
w postaci roznicy dwoch kwadratow na dwa rdzne sposoby przyjmujac e = 1 oraz e = —1.
Dla b = a+x, y = x dostajemy po prawej stronie iloczyn (a— x)ala+x) (a+2x); przy
stosownym wyborze wartosci ¢, x € N (0 < x < @) czynnikami tego iloczynu beda dowolnie
zadane cztery liczby naturalne w postgpie arytmetycznym. Stad teza zadania w kazdym z trzech
przypadkow.



Termin nadsylania rozwigzan:
31 11T 1987

Lista uczestnikow ligi
zadaniowej Klub 44 F

po uwzglgdnieniu ocen rozwigzan
zadan 29 (WT = 1,70)
P30 (WT = 2,52)

Tomasz Rawlik — Gliwice 36,85
Aleksander Surma — Myszkow 31,77
Dazierzvslaw Lip- — Lublin 30,20
niacki

Pawel Rogocz — Legnica 23,63
Anna Gluza — Torufit 21,65
Jacek Stelmach _ —Zabrze 18,49
Robert Repucha — Goldap 17,58
Piotr Bala — Torun 1—15.34
Miroslaw Semla — Opole 15.20
Janusz Osada — Legnica 1517
Piotr Wach — Katowice 14,95
Leszek Szalast — Radzyn Podl. 14,14
Zhigniew Galias — Krakow 12,48
Maciej Stasiak — Czluchdw 12,15
Wiestaw Stochmal — Szczecin 11,88
Zbigniew Lipowczan — Katowice 11,81
Mariusz Surma — Kielce 10,18
Piotr Dziembaj — Krakow 10,05
Maciej Krzyza- — Lublin 8,58
nowski 5

Wieslaw Kacprzak — Krakdw 8,46
Tadeusz Foszcz — Ilmenau 8,15

(NRD)
Maciej Gluszek — Wroclaw 8.1

Zestawienie obejmuje wszystkich
uczestnikdw, ktorzy zgromadzili co najmniej
8§ punktdw.

Jedynka przed stanem konta P, Baly
oznacza, iz zdobyt on juz raz 44 punkty

i obecnie odbywa drugg runde.

Zadania z fizyki nr 41, 42

41. Fotografujac z brzegu jeziora o gladkiej powierzchni przeciwlegly brzeg otrzymano obraz
tego brzegu wraz z jego odbiciem w wodzie, jak na rysunku 1. W jaki sposob mozna okresli¢,
co jest odbiciem w wodzie, jesli obie polowy zdjgcia nie rozniag sie pod wzgledem ostrosci ani
jasnosci?

42, Rysunek 2 przedstawia fragment sieci zlozonej z oporow o nie znanych wartodciach. W jaki
sposob mozna wyznaczy¢ warto$¢ oporu R, nie przerywajgc nigdzie sieci, jesli dysponuje sie
tvlko omomierzem i przewodami do polaczen? Wyprowadzi¢ odpowicdni wzor.

Rys. 1 Rys. 2

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 9/1986

Przypominamy tre$¢ zadan:

33. Gaz doskonaly (jednoatomowy) podlega odwracalnemu procesowi kolowemu, dls ktérego zaleznosd
cisnienia p od temperatury T jest przedstawiona na rysunku 3 (odeinek 1—3 opisywany jest zaleznoscig
p = const*} 7). Podaé wykres zaleinoéei cisnienia od objetosci dla tego procesu i obliczyé sprawnosé silnika
cieplnego realizujgcego taki cykl, w Ktorym p; = 2p;. Crzy dlu gazu dwustomowego wynik bedzie taki sam?

34. Posluguige sig argumentaciy fizyceng ocenié, jaka czgs¢ wokdislonecznego toru Ksigzyea ma wypuklodé
zwrocony ku Sloncu,

P Pl
2 3 <. 3
g x 8.._._.
|
I
|
Camrd R i
7 A i
r o/ ! 1
1] T™ Rys.3 Vs Vo, V' Rys. 4

33. Zaleznosc cisnienia od objetosci dla danego procesu przedstawia rysunek 4. Przemiana 3—1
jest opisywana zaleznoscig p ~ V, wowczas bowiem — ze wzglgdu na réwnanie Clapeyrona —
zachodzi p* ~ .T. Mamy wigc V5[V, = pa/p, = 2. Stosunki temperatur w odpowiednich
punktach cyklu wynosza: To/Ty = pafpy = 2, Ta|Ty = (pafpy)* = 4. _

Sprawnos¢ silnika cieplnego wynosi

1) =
( 7 0
gdzie W — praca wykonana przez gaz w jednym cyklu,

@ — ciepto pobrane przez gaz w jednym cyklu.

Praca W jest roznica pracy wykonanej przez gaz w przemianie 2—3 i pracy wykonanej nad
gazem w przemianie 3—1.,

Wartosci W odpowiada pole powierzchni zakreskowanego trojkgta na rysunku 4:

1 1
(2) s Epi vy = E-HRTI

Gaz pobiera cieplo w przemianach 1—2 oraz 2—3 (w przemianie 3—1 oddaje cieplo). Wobec tego

i Q = n[Cu(T:—=T)+Co(T5—T3)]

(Cy i C, — molowe ciepllo wiasciwe gazu odpowiednio przy stalej objgtosci oraz przy stalym
cisnieniu).

3 5
Po dokonaniu podstawien Cy = T R iC-= -2—R (dla gazu jednoatomowego) oraz T, = 2T},
Ts = 4T, otrzymujemy

3 = s RT
) Q—TN 1

1
Ostatecznie ze wzorow (1), (2), (3) wyznaczamy 1 = STE Dla gazu dwuatomowego mamy
5 ¥ 12
e > R oraz C, = % R, zatem Q = TnRT;. Praca W jest nadal opisywana wzorem (2)
iw Itaci =—,
1 Tezullacic 7 19
34. Rozwiagzanie w artykule dr. Tomasza Kwasta.

Redaguje dr Andrzej NADOLNY

(n— liczba moli gazu, R — stala gazowa).



