
Kacik olimpijski Dzis - zamiast twierdzenia - konstatacja pewnej prawidlowosci. Twierdzenie moze zreszta tez,
a:le calkiem banalne:

x ~ (b+c)/2

y~(c+a)/21=>x+y+z~a+b+c (i tak samo dla;;').
z ~ (a+b)/2

Wiele zadan (np. z geometrii trójkata) sprowadza sie do dowodów nierównosci, w których
i lewa, i prawa strona jest suma trzech skladników, a kazdy powstaje z poprzedniego
(I -+ U -+ Ul -+ I) przez cykliczna zmiane zmiennych (np. danych trzech boków, katów, pól
lub innych wielkosci).

Wzmiankowana prawidlowosc polega na tym, ze czesto teze mozna uzyskac przez zsumowanie
trzech nierównosci, laczacych skladniki lewej strony ze srednimi arytmetycznymi odpowiednich
par skladników prawej strony (lub odwrotnie). Przy tym, oczywiscie, wystarczy udowodnic tylko
jedna z tych trzech skladowych nierównosci, bo pozostale dwie powstaja z niej "cyklicznie".

( mR2-1 2mRX)Vk " l+mR2 - l+mR2 .; O,

l l
SOA,B, = SOA.MB.;;' SOA3DB3;;' SOA2CB. = SOA.C+SOCB2= -SOBC+-SOCA.2 2

~ Al = (~B+ ~ C)/2 itd.Sposób U. Miary katów trójkatówAIBl Cl i ABC zwiazane sa wzorami
(cyklicznie). Stad

. l '
SABC= -R2(sin2A+sin2B+sin2C),

2

2. Dwusieczne katówA, B, C tr.§jkata ABC przecinaja okrag opisany na tym trójkacie
odpowiednio w punktachK, L, M. Dowiesc, zeAK+BL+ CM> AB+BC+ CA.

(5 - U - XXXIV)

3. W trójkacie ABC wybrano punkty A', B', C' odpowiednio na bokachBC, CA, AB tak, ze
proste AA', BB', CC' przecinaja sie w jednym punkcie. Udowodnic, zeSA'B'C'~ SABc!4.

(6 - U - XXXVII)

4. Liczby a, b, c sa dlugosciami boków trójkata. Dowiesc, ze

a2(b+c-a)+b2(c+a-b)+c2(a+b-c) ~ 3abc.

l. Dowiesc, ze jezeliA, B, C sa katami trójkata, to

sinA+sinB+sinc<sin(A+ :)+sin(B+ ~)+sin(c+ ~).

(2 - l - XXXIV)

Zadania

(R - promien okregu opisanego). Nalezy wiec udowodnic, ze

sin2A+sin2B+sin2C;";; sin(B+ C)+sin(C+ A)+sin(A+ B).

W mysl omawianej prawidlowosci wystarczy pokazac, ze(sin2A+sin2B)/2 ~ sin(A+B). Ale to
oczywiste, bo lewa strona równa sie sin(A +B) cos(A - B).

(2-VIMOM)
M.E.K.

M

Roz, .••.iazanie. Sposób I. Mamy dowiesc,zeSOA,B, +SOB,C, +SOC,A,;;. SOA~+SOBC+SOCA'

Zgodnie z poprzednia uwaga wystarczy, jesli pokazemy, zeSOA,B, ;;. (SOBC+SOCA)/2.Oznaczmy
przez M srodek luku AIBI' przez D, A2, B2 - rzuty punktu C naOM, OA1, OBI' przez A3,
B3 - rzuty D na OAl, OB1, a przez A4, B4 - rzuty M na OA1, OB1• Nietrudno stwierdzic, ze

Oto przyklad: Zadanie 4 z zawodów I stopnia XXXVU O.M. (w skrócie: 4 - I - XXXVII).
Trójkat ostrokatny ABC jest wpisany w okrag,Al, Bl' Cl sa srodkami lukówBC, CA, AB

(zawartych w pólokregach). Dowiesc, zeSA,B,C,;;. SABC.

c1

tJk jest> 0, jesli mR2> J,
( mR2- l)vk = v -/+mR2 ;

2mvRW=~--
l+mR2 .

Aby drugie skrzydlo zdazylo uderzyc pilke,
predkosc katowa musi byc taka, by czas
obrotu tego skrzydla do punktu, w którym

"
pilka opuszcza drzwi /1 = -;-, byl mniejszy

niz czas th w jakim pilka przemiesci sie na
odlegloscx od punktu zderzenia.

Czas 12 jest równy 12 = ~, gdziev.
x = y R2- (R - 2r)2, a kat .", o który

" I
obróci sie drugie skrzydlo, " =2' + li"'
W przyblizeniu przyjmujemy. ze dlugosc
lukul= Yr2+x2•

Na tej podstawie otrzymujemy warunek

~ ~ -=-, czyli
w Vk

gdziev.jest predkoscia koncowa pilki po
zderzeniu z drzwiami, które spowodowalo

ich obrót z predkoscia katowaw.
Stad obliczamy:

który jest spelniony jedynie dlav. = O. Ma
to miejsce jedynie w przypadku, gdymR2 = l.
A wiec drzwi moga uderzyc pilke przy
dowolnej predkosci poczatkowej, jesli tylko
predkosc koncowa jest równa zeru.
W przeciwnym przypadku nie uderza.

Rozwiazanie zadania F 211. Na mocy zasady
zachowania momentu pedu (obliczanego
wzgledem osi obrotu - rysunek) i zasady
zachowania energij

mvR = mVkR + Iw

mv2 mv~ /w22 = -2-+-2 '
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