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Rozwigzanie zadania F 211. Na mocy zasady
zachowania momeniu pedu {obliczanego
wizgledem osi obrotu rysuneck) i zasady
zachowania energii
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gdzie t; jest predkodcia kodcows pilki po
zderzeniu z drzwiami, ktore spowodowalo
ich obrot z prodkoiciy kylowa w,
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Aby drugie skrzydlo zdazylo uderzyé pitke,
predkose kqtowa musi byc taka, by czas
obrotu tego skrzydia do punktu, w ktdérym

phka opuszeza drzwi f; = —, byl mniejszy
P

niz czas fy, w jakim pilka przemiesci sic na
odleglosé x od punktu zderzenia.
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obraci sig drugie skrzydlo, o = R

W przyblizenio przyjmujemy, ze dlugosc

luku [ = yri+x2,

Na tej podstawie otrzymujemy warunek
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ktory jest spelniony jedynie dla vx = 0. Ma

1o miejsce jedynic w przypadku, gdy mR2 = |,

A wigc drzwi moga uderzyc piltkg przy
dowolnej predkosci poczatkowej, jedli tylko
predkoié koncowa jest rowna zeru,

W przeciwnym przypadku nie uderzs.

Dzi§ — zamiast twierdzenia — konstatacja pewnej prawidlowosci. Twierdzenie moze zresztg tez,
ale catkiem banalne:
x < (b+0)2
»< (c+a)2
z< (a+b)2

= x+y+z< a+b+c (i tak samo dla =).

Wiele zadan (np. z geometrii trojkata) sprowadza si¢ do dowodow nierownosci, w ktorych

i lewa, i prawa strona jest sumg trzech skladnikéw, a kazdy powstaje z poprzedniego

(I — IT — III — I) przez cykliczna zmiane zmiennych (np. danych trzech bokow, katow, pol
lub innych wielkosci).

Wzmiankowana prawidlowos¢ polega na tym, ze czesto teze mozna uzyskac przez zsumowanie
trzech nieréwnosci, laczacych skladniki lewej strony ze srednimi arytmetycznymi odpowiednich
par skladnikéw prawej strony (lub odwrotnie). Przy tym, oczywiscie, wystarczy udowodni¢ tylko
jedna z tych trzech skladowych nierdownosci, bo pozostale dwie powstaja z niej ,,cyklicznie”.

Oto przykiad: Zadanie 4 z zawodow I stopnia XXXVII O.M. (w skrocie: 4 — I — XXXVII).
Trojkat ostrokatny ABC jest wpisany w okrag, A,, B,, C; sa srodkami lukéw BC, CA, AB
(zawartych w polokregach). Dowies¢, ze Su,8,c, = Sasc-

ROZ\?iwnie. Spﬂsbb 1. Mamy dowies¢, ieSgAlnl +S051f| + SBCM: = SQA,.'+S05C+SUCA.
Zgodnie z poprzednig uwaga wystarczy, jesli pokazemy, ze Soa,n, = (So_;_c_ + Soc4)/2. Oznaczmy

przez M srodek hxk_uA,B, » przez D, A, B; — rzuty punktu C na OM, OA,, OB, przez As,
B; —rzuty D na OA,, OB,, a przez A,, By — rzuty M na OA,, OB, . Nietrudno stwierdzi¢, ze

1
Soa,8, = Soa,mB, = Sou,p8, = Soace, = Soac+Socs, = b Sosc+ Esoca-

Sposéb I1. Miary katow trojkatow A4, B,C, i ABC zwigzane sg wzorami ¥ A, = (¥ B+ £ C)/2 itd.
(cyklicznie). Stad

1 ' 1
Sasc = 5 R*(sin24+sin2B+sin2C), Sa,s,c, = T R*(sin(B+ C)+sin(C+ A) +sin(4+ B))

(R — promien okrggu opisanego). Nalezy wiec udowodnié, ze
sin2A4+sin2B+sin2C < sin(B+ C)+sin(C+ A)+sin(A4+ B).

W mysl omawianej prawidlowosci wystarczy pokazac, ze (sin24+sin2B)/2 < sin(A4+ B). Ale to
oczywiste, bo lewa strona rowna sig sin(A4+ B) cos(A— B).

Zadania
1. Dowie$é, ze jezeli A, B, C sa katami trojkata, to
: - ~ z B _ [ &4 E A
sinA+sinB+sinC < sin A+T +sin B+T +sin C+T L
(2 —1— XXX1V)

2. Dwusieczne katow A4, B, C trojkata ABC przecinajg okrag opisany na tym trojkacie
odpowiednio w punktach K, L, M. Dowies¢, ze AK+ BL+ CM > AB+ BC+ CA.
(5 — I — XXXIV)

3. W trojkacie ABC wybrano punkty 4’, B’, C’ odpowiednio na bokach BC, CA, AB tak, ze
proste AA’, BB’, CC’ przecinaja si¢ w jednym punkcie. Udowodnié, ze Siracr < Sanc/d.
(6 — I — XXXVII)

4. Liczby a, b, ¢ sa dlugoéciami bokow trojkata. Dowiesé, ze
a*(b+c—a)+b*(c+a—b)+c*(at+b—c) < 3abe.
(2 — VI MOM)
M.E.K.
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