dr Marcin E. KUCZMA

Zadanie 1| (propozycja RFN). Niech d bedzie
dowolny dodatnig liczba calkowita rézna od 2,
3i 1}, Udowodnic, ze w zbiorze {2, 5, 13, 4}
moizni tak wybrac dwa rozne elementy a, b,
by ab—1 nie bylo kwadratem liczby naturalnej.

Rozwigzanie. Wystarczy dowiesé, ze co
najmniej jedna z liczb 2d—1, 5d—1, 134—1
nie jest pelnym kwadratem. Przy dzieleniu
przez 16 kazda liczba bedaca kwadratem daje
resztg 0, 1, 4 lub 9, natomiast co najmniej
jedna z trzech napisanych wysej liczb daje
inng reszte — o czym przekonujemy sie
obliczajac te reszty dla szesnastu mozliwych
wartodei reszt z dzielenia o przez 16,

Zadanie 2 (Chiny). Na plaszczyinie dany jest
trojkat Ay A5 44 i punkt Py. Definiujemy

Ay = Az_, dla wszystkich s = 4. Konstruujemy
ciag punktéw Pg, Py, Pa, ... tak, ze Py, jest
obrazem Py przy obrocie wokél punktu

Agz1 (k=0,1,2,..) 0 120° w kierunku
wskazdwek zegara. Udowodnié, ze jeili

Piags = Py, to tréjkat 4, A3 4, jest
réwnoboczny.

Rozwigzanie. Zlozenie obrotéw (o dowolnych
srodkach) o katy, ktorych suma jest
wielokrotnoseig 360°, jest przesunigciem,
Jesli wige rq oznacza obrét (w ustalonym
kierunku) o 120° wokdl 4i (i = 1,2, 3), to
J = raryr, jest przesunigeiem o pewien
wektor v. Zatem rozwazane przeksztalcenie
przeprowadzajgce Py na Pioge jest
przesunigciem o wektor (1986/3)v = 662w,
a poniewa Piags = Py, wigcw = 01 fjest
przcksztaleeniem identycenodsciowym.
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Stad Ay = f{4y) = ra(d), gdeic B = rar{dy) =
= ra(A;) (rysunek), Trojkaty A, A3 B i BdsA,
54 réwnoramienne, majg réwne katy (£ 45 =
= %45 = 120°) i wspblny bok 4; B —sa
wige przystajace. Wobec tego A, 4; BA; jest
rombem i Ay Az4; jest trojkatem
réwnobocznym.

Zadanie 3 (NRD), Kazdemu wierzcholkowi
pigciokata foremnego przyporzgdkowana jest
liczba calkowita w taki sposdb, ze suma
wszystkich pigciu liczb jest dodatnia. Jesli
trzem kolejnym wierzcholkom
przyporzadkowane s3 odpowiednio liczby
X, ¥, 71y < 0, to nastgpujaca operacja jest
dopuszczalna: liczby x, y, z zastepujemy
odpowiednio liczbami x4y, —y, z+ .

- Powtarzamy t¢ operacje dopéty, dopoki co
najmniej jedna z pigciu liczb jest ujemna.
Rozstrzygnaé, czy ten proces koniecznie
musi si¢ zakonczyé po skorficzonej liczbi
krokdw,

Nie mamy si¢ czym chwali¢. Najlepszy z Polakow — w siédmej dziesiatce; polska ekipa —
w nieoficjalnej klasyfikacji druzynowej — na 17 miejscu, z laczna zdobycza punktowa
w wysokosci < 377 mozliwych do zdobycia punktéw — oto nasze trofea w

XXVII MIEDZYNARODOWE]J]
OLIMPIADZIE MATEMATYCZNE]
(Warszawa, 8—14 VII 1986)

Dodajmy, ze w ostatnicl. latach rzadko siggalismy po wyzsze laury. Okazuje sie, ze atut wlasnego
terenu nie zdotat odegrac’ wigkszej roli. Moze tym wlasnie r6zni sie MOM od ,,prawdziwego
sportu™?

To teraz o XXVII MOM juz nie z punktu widzenia ambicji narodowych. Juz po raz trzeci

Polska byta gospodarzem (poprzednio: V MOM 63 i XIV MOM '72). Impreza miala rozmach
nalezyty: 210 uczestnikow z 37 panstw (odpowiednie liczby dla V MOM: 64 i 8: dla XIV MOM :
107 i 14); pelne szescioosobowe ekipy przyslaly 32 panstwa. Z przemowienia profesora Aleksandra
Pelczyniskiego, Przewodniczacego Komitetu Organizacyjnego XXVII MOM, podczas uroczystosci
otwarcia w dniu 8 lipca: ,,... dynamika rozwoju migdzynarodowych olimpiad matematycznych
ma wiec charakter wyktadniczy™. :

Mimo niedociggni¢¢ organizacyjnych byta to wspaniata impreza. Ogromna, barwna,
wielonarodowosciowa grupa miodziezy i opickunow, przewodniczacych delegacji. Wspélnie
spgdzony tydzief, nawigzane znajomosci i przyjaznie. Intensywna praca myslowa, intensywne
zycie towarzyskie. Spetnione nadzieje i zawiedzione ambicje. To wszystko na dlugo pozostanie

w pamigci.

Przez dwa dni, 9 i 10 lipca, trwaly zawody. Uczniowie (oraz uczennice, w liczbie 9) zmagali si¢

z zadaniami konkursowymi. Przez trzy dni poprzedzajace zawody trwala mozolna praca Jury

nad wyborem zadan oraz ich jednolitym zredagowaniem. Z okolo 80 zadan, zaproponowanych
przez uczesiniczace panstwa, czteroosobowy zespo! matematykow kraju organizator w (czyli
Polski) jeszcze w maju i czerwcu wstepnie wyselekcjonowal 21 zadan, dazac do uzyskania mozliwie
szerokiego wachlarza tematyki i zroznicowania trudnosci, a w koricu kierujac si¢ kryteriami
estetycznymi. Wybor 6 zadan z tego zestawu nalezal do 38-osobowego Jury XXVII MOM

(37 reprezentantow pafistw uczestniczacych oraz Przewodniczacy Jury profesor Stanislaw
Balcerzyk). 8 zadan zostalo odrzuconych z przyczyn formalnych, jako zbyt podobne do zadan
wykorzystanych w olimpiadach i konkursach w roznych krajach. Nad zadaniami pozostalymi
rozgorzala dyskusja, do glosu dochodzily emocje. Czy mozna dopusci¢, zeby dwa zadania
pochodzily z propozycji jednego kraju? Czy mozna zrezygnowa¢ ze stereometrii? Czy mozna

da¢ dwa zadania kombinatoryczne? Albo teorio-liczbowe? Czy mogg byé dwa bardzo trudne’,

A jesli tak, to wlasciwie ktore sa bardzo trudne? A ktére, naszym zdaniem, wyrozniaja sie uroda?
Czy ktokolwiek z Szanownych Kolegdw jest w stanie podaé inne rozwiazanie zadania

z pigciokatem?

Potem bylo dopracowywanie sformutowan zadan. Odbywalo sie to w czterech zespolach
jezykowych (A, F, N, R). Teksty podane w propozycjach byly traktowane ,,roboczo”, jako punkt
wyijscia do ostatecznej redakcji. Okazalo sig, ze teksty powstale w czterech zespolach sa do siebie
zupelnie niepodobne. I znoéw zazarta dyskusja. Ktory lepszy?

Dobra ilustracj¢ moze stanowi¢ zadanie nr 4, W oryginalnym sformulowaniu trojkat ,.$lizga sig”
(glides) jednym bokiem po obwodzie wielokata. ,,Ja nie wiem, jak to jest w szkolach kraju
Szanownego Kolegi. W naszych szkolach uczniowie wiedza z lekcji matematyki, co to jest zbior
punktéw o danej wlasnodci, natomiast ze §lizganiem maja do czynienia co najwyzej na lekcjach
wychowania fizycznego™. Pada propozycja, by polecenie zadania brzmialo: wyznaczy¢ zbior
punktéw X wewnatrz wielokata, dla ktérych istnieja punkty ¥ i Z na obwodzie wielokata takie,
ze trojkat XYZ przystaje do OAB. Kontrargument: ,, To jest wprawdzie precyzyjne, ale zatraca sig
intuicyjny sens, przejrzysty przy sformulowaniu dynamicznym®. ,,Nikt z uczniéw nie bedzie mial
watpliwosci, jak rozumie¢ ten ruch trzeciego wierzchotka™. ,,To znaczy, zadamy od uczniow,

by ich dobra wola wyréwnala nasza nieudolno$é w precyzyjnym podaniu tresci?’ Emocje coraz
gorgtsze, problem dojrzewa do glosowania. Nieznaczna wickszosé jest za sformulowaniem
dynamicznym. ,,Mam to rozumieé¢, ze wigkszos¢ jest przeciwna temu, by uczniowie mojego

kraju otrzymali sformulowanie rygorystycznie poprawne?!” .

Zdarza sig czasem, ze logiczna usterka w tresci moze byé trudna do zauwazenia. Tak bylo

z zadaniem nr 1. Oryginalna propozycja brzmiala: Zbior § = {2, 5, 13} ma te wlasnoé¢, ze dla
dowolnych réznych liczb a, b € S liczba ab— 1 jest pelnym kwadratem; pokazac, e dla zadnej liczby
naturalnej d ¢ S zbior Su {d} nie ma tej wlasnosci. To sformulowanie wszystkim przypadlo do gustu,
niezgodnosci dotyczyly drobiazgoéw, ,,kosmetyki redakeyjnej”. I gdy juz tekst taki zostat

(w czterech jezykach) wiasciwie zaakceptowany, jeden z juroréw zauwazyt blad! Twierdzenie
podane w tym tekscie jest nieprawdziwe. Kto z naszych Czytelnikoéw zauwazy pulapke? Zagadka
dla sprytnych; rozwigzanie w numerze.

catkowitych nienjemnych. Cigg taki musi byé
skonczony.

Rozwigzanie. Przypusémy, ze w pewnej chwili
kolejnym wierzcholkom pigciokata
przyporzadkowane sq liczby uy. ..., us i ze
ktéras z nich jest ujemna (np. uj < 0).

Niech V = (vy, ..., ¥s) bedzie ukiadem liczb Inna metoda (J. Keane, USA; nagroda
otrzymanym z ukladu U = (uy, ..., us) po pecjalna). Przy oznaczeniach jak wyiej, niech
wyl iu opisanej w zad operacji G(U) = Bhut] + Blut+wiy o |+ Blwi+ iy +
{dla y = uy). Rozwaimy funkcje F(U) = Fupal+ Bl i+ Wiea+bigal.

= ¥uie1—wi_y)? (numeracja cykliczna: Gdy pord y 20 skiadnikow definiujacych
Up = Us, Mg = ). Bezposrednim rach G(U) z 20 skladnikami definiujacymi G(V),
sprawdzamy, e F(V)— F(U) = 2u; S, gdzie okaze sig, ze 19 skladnikéw ma te samg

8 = Fui = v > 0; stgd F(V) < F(U). wartosc, a ten jeden, ktéry pozostaje, jest
Zatem wartodei F w kolejnych krokach wiekszy w G(U) niz w G(V). Konkluzja jak
procedury tworzg malejacy ciag liczh w metodzie poprzedniej.

e
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Zadanie 4 (Islandia). Niech 4 i 8 beda
kolejnymi wierzcholkami n-kata foremnego
(n = 5) o $rodku O poloz na pk yinie.
Trojkat XYZ, ktory jest przystajgcy do OAB

i ktdry zajmuje poczgtkowo pozycje OAB,
porusza sig na plaszczyznie tak, ze kazdy

z punktdw Y, Z przebiega caly brzeg
wielokata, a X pozostaje wewngtrz wielokata,
Znalezé miejsce geometryczne punktow X,

Rozwigzanie, Niech C bedzie kolejnym za A,
B wierzcholkiem wiclokgta i przypusémy,
ie Y lezy wewnatrz AB, a Z — wewnatrz 8C.

X

Okrag o opisany na A YZ przechodazi przez 8,
poniewat ¥ YXZ+ « YBZ = x AOB+
+ ¥ ABO + £ OBC = 180°, Promien tego
okregu réwna sie r = R[2cosa, gdzie & =
mn“,!n, a R = OA jest promieniem okrggu
na wicloh Katy XYZ i XBZ sa
owne jako wpisane oparte na tym samym
luku, Stad ¥ OBZ = £ OBC = £ XYZ =
= ¥ XBZ, czyli punkty B, O, X leig na jednej
prostej. Cigciwa BX okregu o najwicksza
diugos¢ ma wtedy, gdy jest .r;rer.lnicq Zatem
maksymalna dlugosé odcinka OX wynosi
d=2r—R = R((I;‘ms:}-l} Szukana
figura jest m-ramienna gwiazdka — suma n
odcinkdw dlugosci d lezacych na
przediuzeniach odcinkdw laczacych punkt O
z wierzcholkami wielokata.

Zadanie 5 (Wiclka Brytania). Znaleé

wszystkie takie funkcje f okreslone na zbiorze

nieujemnych liczb rzeczywistych

i 0 wartosciach rzeczywistych nieujemnych, ze

@) SS0)) S = fix+y) dia wszystkich
xy=0,

(i) f(2) =0,

(i) fix) 2 0dlaD = x < 2.

Rozwigzanie. Dla z = 2 mamy f(z) =
= f((z—2)/(2))/(2) = 0. Zatem

SR =0s2z2=2,

Dla 0 < y < 2 zachodzg wigc rownowaznosci:
xz2—yext+ypz2eflx+y) =

= 0=xfOIN») = 0= f(xfiy) = 0=

= xf(¥) = 2 < x = 2/fly). Znaczy to, ze

2=y =2/f{y)dla0 < y < 2. Zatem f musi
byé dana wzorem

2
o {Z:y 0=y<2,
0 y= 2,

Pozostaje tylko sprawdzié, ze funkcja ta
istotnie spelnia warunki zadania.

Zadanie 6 (NRD). Na plaszczyznie dany jest
skoniczony zbiér punktéw o wspolrzednych
calkowitych. Czy mozna pokolorowaé pewne
punkty tego zbioru na czerwono, a pozostale
na bialo, w takisposdb, ze dla kaidej

prostej L rownoleglej do jednej z osi
wspolrzgdnych bezwzgledna wartosé rdznicy
pomigdzy liczba punktéw bialych i czerwonych
lezgeych na L jest nie wigksza niz 17

U dnij swoja odpowiedz.

W koricu przeciez udalo si¢ (a bylo to juz dobrze po pélnocy 6/7 lipea) ustali¢ kompromisowe
sformulowania wszystkich zadan, praktycznie jednobrzmiace w czterech jezykach. Te teksty,
przetlumaczone nastepnie przez poszczegolnych jurorow na jezyki ojczyste, zostaly powielone

i w dniach zawodow rozdane uczniom.

Od chwili przybycia do Warszawy az do zakoriczenia pisania w czwartek jurorzy nie mieli
moznosci kontaktu ze swymi podopiecznymi; byli zakwaterowani na przeciwleglym krancu
miasta i tam tez obradowali. Jedyny krotkotrwaly kontakt wzrokowy mial miejsce podczas
uroczystosci oficjalnego otwarcia MOM. Do sali, w ktorej si¢ to odbywato, Jury zostalo
wprowadzone innymi drzwiami niZz uczniowie i zajelo wyznaczone miejsca w odrebnej czesci sali.
»Drut kolczasty”, cho¢ niematerialny, byl wyraznie wyczuwalny.

Zawody: dwa dni po trzy zadania. Dla zawodnikow — koniec wysilku i zdenerwowania.
Organizatorzy oferuja im program turystyczny. A dla Jury? Rozwigzania zadan sa napisane

w ojczystych jezykach uczniow. Rozpoczyna sig nastgpny etap prac: koordynacja ocen.
32-osobowa ekipa koordynatorow (matematykow z roznych osrodkow w Polsce) zostala
podzielona na szes¢ zespolow, do poszczegdlnych zadan konkursowych. Kto czytal w numerze
5/1986 Delty tekst pt. Bylem koordynatorem, ten wie, jak wygladala koordynacja ocen

w kameralnych warunkach X1V MOM. Przy obecnej liczbie uczestnikow tryb tej pracy musial
zosta¢ usprawniony. Do k-tego zespolu koordynatorow podchodzi (wedlug ustalonego ,,rozkladu
jazdy™) reprezentant m-tego kraju w Jury (k < 6, m < 37) i przedstawia ocenione wstepnie przez
siebie rozwigzania k-tego zadania wykonane przez swoich podopiecznych. Niektore prace trzeba
tlumaczy¢ stowo po stowie, inne wystarczy pokrotce zreferowac. Oceng ustala juror wraz

z koordynatorami; zadaniem tych ostatnich jest baczy¢, by jednakowa miarka byly mierzone
prace wszystkich uczestnikow. Kontrowersje byly nieliczne. Zadna z nich, na szczescie, nie
trafila na plenarne posiedzenie Jury; we wszystkich przypadkach udalo sie wynegocjowac oceng
mozliwa do przyjecia dla obu stron. Niemala w tym zastuga Przewodniczacego Zespolu
Koordynatorow profesora Tadeusza Figla, ktory posredniczac w negocjacjach kilkakrotnie
wzniost sie na wyzyny kunsztu dyplomacji.

Tak wiec koncowe posiedzenie Jury sprowadzilo si¢ do ustalenia barier punktowych dla
poszczegodlnych rodzajow nagrod oraz przyznania nagrody specjalnej (za pomystowe rozwiazanie
zadania nr 3). Decyzje Jury uwidocznione sg w tabeli wynikow u dolu strony. Warto nadmienic,
ze wsrod laureatow nagrod 111 stopnia znalazi sie 10-letni Australijezyk Terence Tao (19 pkt)

(a takze trojka Polakow).

MOM jest oficjalnie rozgrywana tylko w konkurencji indywidualnej, ale kierownicy ekip
pracowicie sumuja punkty i tworza nieoficjalna klasyfikacj¢ druzynowa. W tym roku na czele
znalazly sie¢ ex aequo Stany Zjednoczone i Zwigzek Radziecki (po 203 punkty), a dalej RFN (196),
Chiny (177), NRD (172), Rumunia (171). Ekipa polska (z 93 punktami) byla siedemnasta,

za Australia (117) i Kanada (112), a przed Marokiem (90) i Tunezja (85). Najbardziej
wyrownana ekipe przyslala RFN; jej najsilniejszy zawodnik zdobyl 36 punktow, a dwaj

najstabsi — po 30. Druzyna polska byla jedyna, ktora nie zdobyla ani jednego punktu w zadaniu
nr 4. Z druzyn o peinych skladach taki sam wynik mialy dwie druzyny w zadaniu nr 6 i cztery
w zadaniu nr 3. Natomiast komplet punkiéw zdobylo siedem druzyn w zadaniu nr 2 i po jednej
w zadaniach 4 (!) i 5. Suma wszystkich ocen za rozwiazania zadan nr 1, 2, 3, 4, 5, 6 wyniosla
odpowiednio: 800, 864, 176, 683, 881, 405. Wida¢, ze najtrudniejsze bylo zadanie nr 3 (zreszta
zgodnie z przewidywaniami). Ekipa radziecka zdobyla za to zadanie razem 22 punkty; ekipa
amerykanska — 17 punktow; rumunska — 16; chifiska — 14 (inne mniej; np. polska — 1).

 Na marginesach podane sa teksty zadan wraz ze szkicowymi rozwigzaniami. Dysponujac

rozwiazaniami pochodzacymi od autorow zadan, od uczestnikow olimpiady i od matematykow,
ktorzy rozwiazywali te zadania dla wlasnej satysfakcji, wybralismy rozwiazania najprostsze do
skrotowego zapisania. Zaznaczmy jednak, ze wszystkie zadania, oprocz 3, byly przez
olimpijezykow rozwiazywane na wiele innych sposobow. Na przyklad zadanie nr 2 rozwigzuje sie
wygodnie przy uzyciu liczb zespolonych. W zadaniu nr 6 poznaliSmy chyba z szes¢ istotnie
roznych metod rozwiazania. Zachecamy naszych Czytelnikéw do poprobowania wlasnych sil

na tym polu. Namawiamy do tego przede wszystkim tych, ktorzy sa jeszcze uczniami. Przeciez
za rok — XXVIII MOM. Na Kubie!

Nagrody II stopnia:
41 zawodnikow z 20 krajow (= 26 pkt)

Nagrody III stopnia:

WYNIKI XXVII MOM

Nagrody 1 stopnia:

Kos Géza (_qunjl o .

Wladimir Roganow (ZSRR); 42pkt 48 zawodnikéw z 25 krajow (= 17pkt)
Stanislaw Smirnow (ZSRR)| w tym trzech Polakéw

Fang Weimin (Chiny :l Piotr Jedrzejewicz 23pkt

Jorg Jahnel (NRD) ! 41pkt Tadeusz Pezda  20pkt

Joseph Keane (USA) J Stanislaw Kasjan 17pkt

oraz 12 zawodnikéw z = 34pkt

(1 z Brazylii, 1 z Bulgarii, 2 z Chin,
| z Francji, 2 z RFN, 2 z Rumunii,
2z USA 1 1 z Wietnamu)

Nagroda specjalna:
Joseph Keane (USA)
(za oryginalne rozwigzanie zadania nr3)

Rozwigzanie. Pokolorowanie takie jest zawsze
moizliwe. Dla dowodu wezmy dowolng linig
prosta L pozioma lub pionowa przecinajaca
rozwazany zbior A i niech P;. ..., Pr bedg
punktami zbioru A~L, ponumerowanymi

w kolejnosci wzrastania wolnej wspolrzedne;.
Laczymy odcinkami Py z Py, Py z P, itd.

(na kencu moze pozostad pojedynczy punkt).
Tak samo postepujemy z punktami na kakdej
takiej prostej L. Otrzymujemy rodzing
odcinkéw; kazdy punkt z A nalezy co
najwyzej do dwoch odecinkéw, Suma
wszystkich odcinkdw rozpada sie na linie

lamane bez wspolnych wierzcholkow,
zamkmgl'.: lub nie, Wierzcholki kazdej z nich
jemy napr ie (bialo, czerwono,
bialo itd.); jest to mozliwe, bo lamane
zamknigte majq parzystg liczbe wierzcholkow.
Jedli pozostaly punkty nic nalezace do zadnego
z rozwazanych odcinkdw, malujemy je
calkiem dowolnie. Nietrudno sprawdazi¢,
#e otrzymane pokolorowanie ma wy
wlasnosé.
Czas rozwiazywania 44 godziny kazdego dnia.
Za rozwigzanie kazdego zadania moizna bylo
otrzymaé 7 punktdw,




