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O istnieniu odpowiecniodci wzajemnie
jednoznacznej migdzy liczbami naturalnymi
a ich kwadratami wiedzial juz Galileusz

w roku 1638. Wyciagnal stad wniosek,

¢ aksjomat ,,calosé jest wieksza od czedei”
nie moze byé zastosowany do zbiorow
nieskonczonych.
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O rownolicznosci zbiorow

Mgr Piotr ZAKRZEW SKI

Czy zbiory nieskonczone moga roznié sig liczbg elementow? Zeby moc sensownie postawic takie
pytanie, sprobujmy uogodlnic¢ pojecie rownej liczebnosci zbiorow. Dla stwierdzenia, ze skonczone
zbiory A i B maja po tyle samo elementow, wystarczy elementy zbioru A polgczyé z elementami
zbioru B w rozigczne pary w taki sposob, zeby zaden z elementow kioregokolwiek ze zbiorow
nie pozostal bez pary. Kazdemu elementowi zbioru 4 odpowiada wowczas dokladnie jeden,
wystgpujacy z nim w parze, element zbioru B i odpowiednios¢ ta jest wzajemnie jednoznaczna.
Na odwrot: kazda funkcja f dzialajaca roznowartosciowo z 4 na B laczy elementy tych zbiorow
w pary postaci {a, f(a)), gdzie a € A. Powyzsze uwagi prowadza do nastepujacej definicji.

Zbiory X i Y sa rownoliczne (rownej mocy, oznaczenie: X ~ Y), jesli istnieje roznowartosciowa
funkcja przeksztalcajaca zbior X na zbior V.

Pojecie rownolicznosci ma sens dla dowolnych zbiorow i, jak widzielismy, w przypadku zbiorow
skonczonych oznacza po prostu posiadanie tej samej liczby elementow. Zauwazmy ez, ze jesli
X~ YiY~Z 10X~ Z (sprawdzenie pozostawiamy Czytelnikowi). Przygladajac si¢ zbiorom
nieskonczonym natrafiamy jednakze na nowe zjawisko: zbior moze by¢ rownoliczny ze swoim
podzbiorem wiasciwym. Przykladowo, funkcja f(n) = 2n ustala réwnoliczno$é zbioru N liczb
naturalnych ze zbiorem liczb parzystych (rys. 2).

Zbiory rownoliczne ze zbiorem liczb naturalnych nazywamy przeliczalnymi. Przeliczalnosé
zbioru X oznacza mozliwos¢ ponumerowania wszystkich jego elementow i ustawienia ich w ciag
nieskonczony xg, Xy, ..., W ktorym wyrazy si¢ nie powtarzaja. Roznowartosciowa funkcja z N
na X jest wiasnie taka numeracja: wystarczy polozy¢ x, = f(n). Tak wigc nie tylko zbior liczb
parzystych, ale w ogole kazdy nieskonczony zbior ziozony z liczb naturalnych jest przeliczalny
(dlaczego?). Z drugiej strony, zbiory intuicyjnie znacznie ,,wigksze™ od zbioru liczb naturalnych
tez moga by¢ przeliczalne. Przykladem takiego zbioruy jest zbior liczb wymiernych. Oczywiscie
ustawienie wszystkich liczb wymiernych w cigg nie ma nic wspélnego z ich naturalnym
porzadkiem wedlug wielkosci.

Pora zatem zapytad, czy w ogole istnieja zbiory nieskoniczone, ktore nie sa przeliczalne? Odpowied;
na to pytanie jest twierdzaca, a podstawowy przyklad stanowi zbiér R liczb rzeczywistych.
Zeby tego dowiesé, pokazemy, ze zaden nieskonczony ciag liczbowy nie wyczerpuje wszystkich
liczb rzeczywistych. Dla dowolnego danego ciagu (x, : n € N) znajdziemy mianowicie liczbe a,
ktorej w tym ciagu nie ma. Utworzmy najpierw rozwinigcia dziesigtne liczb xq, x,, ... W kazdym
z rozwinigé bedzie nas interesowac jedynie ciag zlozony z cyfr od 0 do 9 wystepujacy po
przecinku, Wypiszmy wigc te ciagi kolejno:

Cg, C?, Cg,

e, ct, b, ...

¢, cf, i, ...
Jesli przy tym liczba ma dwa rozwinigcia (np. 0,500... = 0,499...), to wypisujemy jeden po
drugim obydwa odpowiadajace jej ciagi. Chcemy znalez¢ liczbg @ w postaci 0, aga, a; ... Bedzie
ona rozna od wszystkich liczb {x,: n € N}, o ile tylko ciag ap, a;, ... bgdzie rozny od wszystkich
wypisanych powyzej ciggow. Polozmy wiecdlan =0,1,2, ...

0, jesli e =9,
Uy =
1,

jesli ey # 9.
Taka definicja gwarantuje, ze dla kazdego n € N ciagi ag, a;, ... i ¢§, €}, ... 53 rozne, gdyz
roznig si¢ n-tym wyrazem!
Tym samym dowdd jest zakonczony.

Zbiory rownoliczne ze zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbiorami mocy continuum.
Przykladem zbioru mocy continuum jest dowolny przedzial liczbowy (z koncami lub bez jednego
badZ obu koficow). Dowdd tego faktu rozbijemy na trzy kroki:
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punkt ¥ na pewicn punkt xy € P, punkt ¥y,
na pewien punkt x; € P {xg}, ten z kolei na
punkt x; € P~ {xp, X1} itd. —stad bierze sig
nasza definicja.

Cantor przez trzy lata usilowal udowodnié,
Ze zbior punktow prostej nie jest réwnoliczny
7¢ zbiorem punktéw plaszcryzny, Gdy
przekonal sig, e jest przeciwnie, napisal

w liscie do Dedekinda: ,,Widze, ze tak jest,
ale nie wierzeg",

Wsrod matematykow znany jest pomysl
hotelu Hilberta o nieskonczonej liczbie
miejsc. W tym hotelu zawsze znajdzie sie
miejsce dla spéinionego podrdinego —
wystarczy kazdego z dotychezasowych gosci
przeniesé do pokoju o numerze o jeden
wiekszym niz zajmowany poprzednio.

Wyjasnicnie zagadki ze strony 14, dotyczacej
zadania 1 z XXVII MOM

Zbidr S [d ] nadal ma wilasnosé: dia
dowolnych rdznyeh liczb a, b nalezaeych do S
liczba af— | jest pelnym kwadratemn.

Zainteresowanemu Czytelnikowi polecamy do
dalszej lektury ksiazke Waclawa Sierpinskiego
Wsitep do teorii mnogosci i topoiogii oraz
ksigzke Kazimierza Kuratowskiego pod tym
samym tytulem.

1. Przedzial otwarty (—1, 1) ma moc continuum.
Rownolicznosci R z (—1, 1) dowodzi funkcja:

X
flix)y=——— dla xeR (rys. 3).
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2. Kazde dwa przedzialy otwarte sa rownoliczne.

Jesli bowiem mamy dane liczby a,b,c,d, gdzie a < b i ¢ < d, to funkcja liniowa:
c—d ad—be

x——

a—b a—b

przeksztalca roznowartosciowo przedziat (g, b) na przedzial (c, d) (rys. 4).

glx) =

3. Jesli P jest przedzialem, a y dowolng liczba spoza P, to Pu |y} ~ P, tzn. dolaczenie jednego
elementu nie zmienia mocy przedzialu.
Wezmy bowiem dowolny roznowartosciowy ciag (x, : n € N) elementow P (jesli a 1 b sg koncami

s
Pia < b, to mozna np. polozy¢ x, = a+ < dlan=0,1,..). Zdefiniujmy (rys. 5):
HAE
Xo jesli x = y
Py =y deslizx =x;
x dla pozostalych punktow przedziatu P.

Funkcja f przeksztalca P! y } roznowarto$ciowo na P.

Punkty 1, 2 i 3 sa udowodnione. Jesli teraz mamy dane dowolne liczby a1 b, a < b, 10:

(a,b) ~R na mocy 11 2,
(a.b) ~ [a,b), (a,b) ~ (a,b] i (a,b) ~ [a, b] na mocy 3.

Kazdy przedzial ma wigc ,,tyle samo elementow” co caly zbior liczb rzeczywistych.

Nastepny przyklad jest jeszcze bardziej zaskakujacy. Wiadomo dobrze, ze istnieje wzajemnie
ednoznaczna odpowiednios¢ migdzy liczbami rzeczywistymi a punktami prostej (o$ liczbowa).
Prosta ma wiec moc continuum. Z kolei polozenie punktu na plaszczyznie okreslamy za pomocy
dwoch liczb rzeczywistych — wspotrzednych w ustalonym ukiadzie wspéirzednych.

Okazuje si¢ jednak, ze ... zbior punktow plaszczyzny tez ma moc continuum!
Znaczy to, ze do okreslenia polozenia punktu na plaszczyZnie wystarczy jedna wspotrzedna!

Dla dowodu ustalmy na danej plaszczyznie pewien uklad wspolrzednych prostokatnych.,
Zauwazmy najpierw, ze kwadrat K = [{x,y):0 < x < 110 < y< 1} jest rownoliczriy
z plaszczyzna. Jesli bowiem [ jest jakakolwiek, funkcja przeksztalcajgca réznowartosciowo
przedzial (0, 1] na R, to funkcja

£(<x, 1)) = <), [ dla x,ye K

przeksztalca roznowartosciowo K na calg plaszczyzne. Poniewaz przedzial (0, 1] ma moc
continuum, wigc wystarczy pokazac, ze K ~ (0, 1], Znowu postuzymy si¢ rozwinieciami
dziesietnymi. Dla uniknigcia niejednoznacznosci uzywaimy wylgcznie rozwiniec, w ktorych
wystepuje po kolei nieskonczenie wiele cyfr réznych od zera. WeZmy wiec punkt {x, y> e K
i niecch:

X = Qs Xg XX 50

= 0.}’0)'1}’2

Checemy mu przyporzadkowac liczbg z = 0, 22, 2, ... nalezaca do przedzialu (0, 1]. Jak to
zrobi¢? Problem sprowadza si¢ do tego, by z pary nieskoriczonych ciggéw: (x,: n € N)

i (ya: n € N) utworzy¢ jeden ciag (z, : n € N). Najprosciej byloby przeplata¢ kolejne wyrazy
danych ciagéw dostajac w wyniku cigg: xpyex; ¥, X2 v2... Ta metoda jest jednak zla, gdyz
zdefiniowana na jej podstawie funkcja nie przeksztalcalaby K na (0, 1). Przykiadowo,

na liczbg 0, 1010... nie przeszediby zaden punkt z K. Mozna jednak przeplata¢ nie pojedyncze
wyrazy, lecz cale ich bloki. Odpowiednie bloki otrzymamy stawiajgc w naszych ciagach kreski
po kazdym wyrazie roznym od zera. Na przyklad parze liczb:

x = 0, 1/2/03|004|..., y = 0,08|5(9/0002...
przyporzadkujemy liczbe = = 0,1082503_90040:{)02...

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze tak okreslona funkcja przeksztalca
roznowartosciowo K na (0, 1].

Powro¢my do pytania, od ktorego zaczelismy. Wiemy juz, ze odpowiedz na nie jest twierdzaca.
Znamy przvklady zbiordw przeliczalnych i zbioréw mocy continuum. Czy moga jednak istniec¢
zbiory nieprzeliczalne innej jeszeze mocy? Okazuje sig, ze tak. Swiat zbiorow nieskoriczonych
jest bardzo bogaty. Zachecamy Czytelnika do lepszego poznania rzgdzacych nim praw,
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