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Czy zbiory nieskonczone moga róznic sie liczba elementów? Zeby móc sensownIe 'postawic takie
pytanie, spróbujmy uogólnic pojecie równej liczebnosci zbiorów. Dla stwierdzenia, ze skonczone
zbiory A i B maja po tyle samo elementów, wystarczy elementy zbioruA polaczyc z elementami
zbioru B w rozlaczne pary w taki sposób, zeby zaden z elementów któregokolwiek ze zbiorów
nie pozostal bez pary. Kazdemu elementowi zbioruA odpowiada wówczas dokladnie jeden,
wystepujacy z nim w parze, element zbioruB i odpowiedniosc ta jest wzajemnie jednoznaczna.
Na odwrót: kazda funkcjaf dzialajaca róznowartosciowo zA na B laczy elementy tych zbiorów
w pary postaci <a, (a», gdzie a E A. Powyzsze uwagi prowadza do nastepujacej definicji.

Zbiory X i Y sa równoliczne (równej mocy, oznaczenie;X ~ Y), jesli istnieje róznowartosciowa
funkcja przeksztalcajaca zbiórX na zbiór Y.
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Jesli przy tym liczba ma dwa rozwiniecia (np. 0,500 ...= 0,499 ... ), to wypisujemy jeden po
drugim obydwa odpowiadajace jej ciagi. Chcemy znalezc liczbea w postaci O, aOa,a2 ... Bedzie
ona rózna od wszystkich liczb{xn; n E N}, o ile tylko ciag ao, al' ... bedzie rózny od wszystkich
wypisanych powyzej ciagów. Polózmy wiec dlan = O, 1,2, ...

Pojecie równo licznosci ma sens dla dowolnych zbiorów i, jak widzielismy, w przypadku zbiorów
skonczonych oznacza po prostu posiadanie tej samej liczby elementów. Zauwazmy tez, ze jesli
X ~ Y i Y ~ Z, to X ~ Z (sprawdzenie 'pozostawiamy Czytelnikowi). Przygladajac sie zbiorom
nieskonczonym natrafiamy jednakze na nowe zjawisko: zbiór moze byc równoliczny ze swoim
podzbiorem wlasciwym. Przykladowo, funkcjaf(n)= 2n ustala równo licznosc zbioru N liczb
naturalnych ze zbiorem liczb parzystych (rys. 2).

jesli c~ = 9,

jesli c~ '# 9.{O,an = c~+l,

Zbiory równoliczne ze zbiorem liczb naturalnych nazywamy przeliczalnymi. Przeliczalnosc
zbioru X oznacza mozliwosc ponumerowania wszystkich jego elementów i ustawienia ich w ciag
nieskonczony Xo, x, , ... , w którym wyrazy sie nie powtarzaja. Róznowartosciowa funkcja z N
na X jest wlasnie taka numeracja: wy.starczy polozycXn = f(n). Tak wiec nie tylko zbiór liczb
parzystych, ale w ogóle kazdy nieskonczony zbiór zlozony z liczb naturalnych jest przeliczalny
(dlaczego?). Z drugiej strony, zbiory intuicyjnie znacznie "wieksze" od zbioru liczb naturalnych
tez moga byc przeliczalne. Przykladem takiego zbioru jest zbiór liczb wymiernych. Oczywiscie
ustawienie wszystkich liczb wymiernych w ciag nie ma nic wspólnego z ich naturalnym
porzadkiem wedlug wielkosci.

Pora zatem zapytac, czy w ogóle istnieja zbiory nieskonczone, które nie sa przeliczalne? Odpowied:
na to pytanie jest twierdzaca, a podstawowy przyklad stanowi zbiór R liczb rzeczywistych.
Zeby tego dowiesc, pokazemy, ze zaden nieskonczony ciag liczbowy nie wyczerpuje wszystkich
liczb rzeczywistych. Dla dowolnego danego ciagu(xn ; n E N) znajdziemy mianowicie liczbea,
której w tym ciagu nie ma. Utwórzmy najpierw rozwiniecia dziesietne liczbxo, Xl, ... W kazdym
z rozwiniec bedzie nas interesowac jedynie ciag zlozony z cyfr odO do 9 wystepujacy po
przecinku. Wypiszmy wiec te ciagi kolejno:

Definicje równolicznosci jako pierwszy podal
Bernard Bolzano w roku 1847. Jednakze
w pelni zrozumial znaczenie tego pojecia

i dokladnie je zbadal dopiero w latach
1873-1890 Georg Cainor, twórca teorii
mnogosci.
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o istnieniu odpowiecniosci wzajemnie

jednoznacznej miedzy liczbamj naturalnymi
a ich kwadratami wiedzial juz Galileusz

w roku 1638. Wyciagnal stad wniosek,
ze aksjomat "calosc jest wieksza odczesci"

nie moze byc zastosowany do zbiorów

nieskonczonych.
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" To- T LII = LeJx,x

a po przejsciu granicznym LIt -.. O równanie
rózniczkowe

Rozwiazanie zadania F 209. Niechx bedzie
gruboscia lodu po czasie t. Poniewaz proces
nie zachodzi bardzo szybko, temperatura

w warstwie lodu bedzie zmieniala sie liniowo
od temperatury topnieniaTo = O'C do
temperatury otoczeniaT = - IOce. Utrata
ciepl a z jednostki powierzchni lodu w krótkim

czasie .dt jest równa '" To - T dl i towarzyszyx
jej przyrost grubosci lodu otlx. Wynika stad
równosc

j\~~
h ~ ; ~ ~ ~

dt Le

(jX'= ,,(To-TlX.

Rozwiazanie tego równania (przy zaloze,niu,
ze dla I = 0, x = O)daje szukana grubosc
warstwy lodu

x = .• /21>«To-Tj '" 8 cm.V Le

Taka definicja gwarantuje, ze dla kazdegon E N ciagi ao, al, ... i co, cj, ... sa rózne, gdyz

róznia sien-tym wyrazerp!
Tym samym dowód jest zakonczony.

Zbiory równoliczne ze zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbiorami mocy continuum.
Przykladem zbioru mocy continuum jest dowolny przedzial liczbowy (z koncami lub bez jednego
badz obu konców). Dowód tego faktu rozbijemy na trzy kroki;
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runkcjafprzeksztalca Pufy} róznowartosciowo naP.

l. Przedzial otwarty (- I, I) ma moc continuum.
Równolicznosci R z (- I, I) dowodzi funkcja:

dla x E R (rys, 3).

jesli x = y

jesli x = Xn

dla pozostalych punktów przedzialuP.

x

lex) = 1+ lxi

,xolex) = ;n+1

2. Kazde dwa przedzialy otwarte sa równoliczne.
Jesli bowiem mamy dane liczbya,b,c,d, gdzie a < b i c < d, to funkcja liniowa:

c-d ad-be
g(x) = --x+---

a-b a-b

przeksztalca róznowartosciowo przedzial(a, b) na przedzial (c, d) (rys. 4).

Punkty l, 2 i 3 sa udowodnione. Jesli teraz mamy dane dowolne liczbya i b, a < b, to:

(a, b) ~ R na mocy I i 2,

(a, b) ~ [a, b), (a, b) ~ (a, b] i (a, b) ~ [a, b] na mocy 3.

Kazdy przedzial ma wiec "tyle samo elementów" co caly zbiór liczb rzeczywistych.

Nastepny przyklad jest jeszcze bardziej zaskakujacy. Wiadomo dobrze, ze istnieje wzajemnie
ednoznaczna odpowiedniosc miedzy liczbami rzeczywistymi a punktami prostej (os liczbowa).
Prosta ma wiec moc continuum. Z kolei polozenie punktu na plaszczyznie okreslamy za pomoca
dwóch liczb rzeczywistych - wspólrzednych w ustalonym ukladzie wspólrzednych.

3. Jesli P jest przedzialem, ay dowolna liczba spozaP, to Pu {y} ~ P, tzn. dolaczenie jednego
elementu nie zmienia mocy przedzialu.
Wezmy bowiem dowolny róznowartosciowy ciag(xn: n E N) elementów P (jesli a i b sa koncami

b-a

p i a < b, to mozna np. polozycx. = a+ -- dla n = O, I, ... ). Zdefiniujmy (rys. 5):
n+2

I I
dt.------.L I1-----1
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punkt)' na pewien punkt -"oE p. punkt XI)

na pewien punkt Xl E P"- {xo}. ten z kolei na

punkt x, E p,," {XO, X,) itd. - stad bierze sie
nasza definicja.

~-------~
( r t l I ) I
a ..X3 X2 XI Xo b y

Cantor przez trzy lata usilowal udowodnic,

ze zbiór punktów prostej nie jest równoliczny
ze zbiorem punktów plaszczyzny. Gdy

przekonal sie, ze jest przeciwnie, napisal

w liscie do Oedekinda: "Widze, ze tak jest,

ale nie wierze".

Okazuje sie jednak, ze ... zbiór punktów plaszczyzny tez ma moc continuum!

Znaczy to, ze do okreslenia polozenia punktu na plaszczyznie wystarczy jedna wspólrzedna!

Dla dowodu ustalmy na danej plaszczyznie pewien uklad wspólrzednych prostokatnych.

Zauwazmy najpierw, ze kwadratK = {<x,Y~: ° < x.s; l i 0< y.s; l} jest równoliczrty
z plaszczyzna. Jesli bowiemf jest jakakolwiek. funkcja przeksztalcajaca róznowartosciowo
przedzial (0, I] na R, to funkcja

g«x, y» ;= <f(x),f(y» dla x, y E K

Wsród matematyków znany jest pomysl

hotelu Hilberta o nieskonczonej liczbie

miejsc. W tym hotelu zawsze znajdzie sie

miejsce dla spóznionego podróznego -

wystarczy kazdego z dotychczasowych gosci
przeniesc do pokoju o numerze o jeden

wiekszym niz zajmowany poprzednio.

przeksztalca róznowartosciowo K na cala plaszczyzne. Poniewaz przedzial(O, l] ma moc
continuum, wiec wystarczy pokazac, zeK ~ (0, I]. Znowu posluzymy sie rozwinieciami
dziesietnymi. Dla unikniecia niejednoznacznosci uzywajmy wylacznie rozwiniec, w których
wystepuje po kolei nieskonczenie wiele cyfr róznych od zera. Wezmy wiec punkt<x, y) E K
i niech:

y = 0, YOY1Y2 ...

Wyjasnienie zagadki ze strony 14, dotyczacej
zadania I z XXVII MOM.

Zbiór Su {d} nadal ma wlasnosc: dla

dowolnych róznych liczb a, b nalezacych do S

liczba ab - l jest pelnym kwadratem.

Chcemy mu przyporzadkowac liczbez = 0, ZOZ1 Z2 ... nalezaca do przedzialu(O, l]. Jak to
zrobic? Problem sprowadza sie do tego, by z pary nieskonczonych ciagów:(xn : n E N)

i (Yn : n E N) utworzyc jeden ciag(zn : n E N). Najprosciej byloby przeplatac kolejne wyrazy
danych ciagów dostajac w wyniku ciag:XoYo x IYI X2 '., ... Ta metod·a jest jednak zla, gdyz
zdefiniowana na jej podstawie funkcja nie przeksztalcalabyK na (O, l]. Przykladowo,
na liczbe 0, 1010 ... nie przeszedlby zaden punkt zK. Mozna jednak przeplatac nie pojedyncze
wyrazy, lecz cale ich bloki. Odpowiednie bloki otrzymamy stawiajac w naszych ciagach kreski
po kazdym wyrazie róznym od zera. Na przyklad parze liczb:

x = O, 112103[0041 ... ,y = 0,081519100021 ...

przyporzadkujemy liczbez = 0,108250390040002 ...

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie, ze tak okreslona funkcja przeksztalca
róznowartosciowo K na (O, 1].

Zainteresowanemu Czytelnikowi polecamy do

dalszej lektury ksiazke Waclawa Sierpinskiego
Wstep do teorii mnogosci i topologii oraz
ksiazke Kazimierza Kuratowskiego pod tym
samym tytulem.

Powrócmy do pytania, od którego zaczelismy. Wiemy juz, ze odpowiedz na nie jest twierdzaca.

Znamy przyklady zbiorów przeliczalnych i zbiorów mocy continuum. Czy moga jednak istniec
zbiory nieprzeliczalne innej jeszcze mocy? Okazuje sie, ze tak. Swiat zbiorów nieskonczonych
jest bardzo bogaty. Zachecamy Czytelnika do lepszego poznania rzadzacych nim praw.

5


